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Chapitre 1

Elasticité

1.1 Rappels

Les déplacements et les déformations sont petits.

1.1.1 Déplacements et déformations

— Vecteur déplacement :

} u(z,y, 2)
= MM , {u}=1<v(z,y,z) (1.1.1)
w(z,y,2)
— Tenseur des déformations :
_ 1 1]
Exx D) Vxy 5 Yz
1 1
[e] = 5 Yey Eyy 5y , el =1l (1.1.2)
1 1
_5 Yz 5 Yyz €2z |
ou ov ow
5]3]} — 81‘ 3 €yy - aiy 9 74 82’ (1133)
ou  Ov ou  Ow ow Ov
_Ou  Ov I _dw 9 1.1.3b
Ty oy + ar T 5 + or v oy + 0z ( )
Ny
— Allongement unitaire en M dans la direction {n} = { n,
ns
(M, 7) = {n}" D) {n) "
= ni Exx + nZ Eyy T+ ng Erz T+ Ny Ny Yoy + N Nz Yoz + Ny Nz Yoy
— Glissement en M dans les directions orthogonales 7, et 7 :
V(M. iia, ) = 2{mp} " [e(M)] {na} . {m}" {na} =0 (1.1.5)

— Variation relative de volume :

ev(M) =tre] = epp +eyy + €22 (1.1.6)
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1.1.2 Contraintes

— Vecteur contrainte sur la facette 7 en M :

=

T(M,7) =opfi+ T, (1.1.7a)
on=7a-T(M,7) , |T(M,i)|? =02+ 7> (1.1.7b)
Ty
Soit {n} = { n, p un vecteur unitaire en M. Le vecteur contrainte sur la facette 7 en M est
Ny
donné par la formule de Cauchy :
T Ozx Oyx Ozx Ny
Ty o= |0y Oy Ozy| My , AT} =lo(M)]{n} (1.1.8)
Tz Ozz Oyz Ozz Nz

ou [o(M)] est le tenseur des contraintes en M.

Le tenseur des contraintes est symétrique :

[U] = [J]T soit Oxy = Oyx y Ogz = Ozg 5, Oyz — Ozy (1.1.9)

La contrainte normale sur la facette 71 est :

on = {n}" [o] {n} (1.1.10)

2 2 2
Jm—i—nyayy—i—nzazz—i—2nznyazy+2n$nzam+2nynz0yz

:’]’LI

— Soient o1, 09 et o3 les trois contraintes principales en un point M d’un solide. Les criteres de
Rankine, Von Mises et de Tresca s’écrivent :

or = max(|o1],|o2|, |o3]) < op (1.1.11a)

1 2 2 2
ovm =4[5 ((01 —02)* + (01 — 03)* + (03 — 02)?) < 0p (1.1.11b)
0T = 2Tmax = max (o1, 02, 03) —min (o1, 02, 03) < o (1.1.11c¢)

1.1.3 Loi de comportement ou loi constitutive

Si le matériau est isotrope, la loi de comportement s’écrit :

1

Exx = E (022 — V(oyy +022))
1

ey =% (oyy = V(022 +022)) (1.1.12a)
1

Ezz = E (Uzz - V(U:v:c + Uyy))

Oy O Oy FE
Ty — 5 Tz — ; 2 = T4 = —— 1.1.12
Yoy TG & G TG G=3 1+v) ( b)

ou E et v sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson du matériau.
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1.1.4 Cas particulier : état de contraintes planes

Le tenseur des contraintes se réduit a :

(0] = |02y 0Oyy O (1.1.13)

= |1 1.1.14
A= |ty 0 (11.14)
0 0 €z
et de la loi de comportement :
Oue = T3 (€xa +VeEY) , Oyy= 12 (Eyy + VeErs)
(1.1.15)
v E
F22 _E(UW toy) » Oay=Gry , G= 2(1+v)
Les contraintes et les déformations principales sont :
01 Ozz + Oyy 1
o }_ fii\/(am—ayy)uzlagy . 03=0 (1.1.16)
€ Exz T € 1
5; } = % + 5\/(5130 —ey)? 412, , E3=€xn (1.1.17)
Les directions principales sont :
cos 01 —sin 64 0 o — o
{n1} = { sinb , {ngo} =< cosb , {n3} =<0 avec tanf; = —*% (1.1.18)
0 0 1 Ty
Les criteres de Rankine, Von Mises et de Tresca se réduisent a :
or =max(|o1], |o2|) < og (1.1.19a)
ovM = \/a%—l—a%—al o9 <0og (1.1.19b)
0T = 2 Tmax = max( o1 — o2, |o1], |o2|) < og (1.1.19¢)
Ty
L’allongement unitaire en M dans la direction {n} = ¢ n, » se réduit a :
0

e(M,7) = {n}T [e(M)]{n} = n2eps + nZ Eyy + Nz Ny Yy (1.1.20)
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— Valeurs et vecteurs propres d’une matrice symétrique de dimension deux a coefficients réels :

Considérons la matrice symétrique [S] :

s= o= & L ast=is)

Les valeurs propres Syp—1 2 et les vecteurs propres {n} sont les solutions de 1'équation :

. Sex Sey| Nz | Ny 9 5
[S{n} = Sp{n} , |:S:By Syy:| { } = Sn{ } avec ny +n, =1

Ny Ny

Szz — Sn Sy nge| _ JO
Sxy Syy - Sn le o 0

soit :

(1.1.21)

(1.1.22)

(1.1.23)

Cette équation n’a de solution autre que la solution triviale n, = n, = 0 que si et seulement si :

S T
Szy Syy = Sn
d’ou ’équation caractéristique :

S — (Sex + Syy) Sn + Saw Syy — 53

tr [S]=51+52 det[S]=51 S2

0

y:

et les valeurs propres :

Sl . S:E.’E + Syy 1 2 2
SQ}—ziQV“m—Sw>+4%y

Les vecteurs propres associés sont :

_ Jcosty __Jeosfy| [ —sinty
{nl}_{sinﬁl} ’ {nQ}_{sineg}_{cos&}

avec : ¢ g 6 g
Sxy Swy
Remarque : les deux directions principales sont orthogonales :
T 285
|01 — 0y |= = , tan26; =tan260y = ——2— | tanf tanfy = —1
2 Szz — Syy

— Déterminant d’une matrice carrée symétrique de dimension 3 :

S11 S12 Si3
det | S21 S22 Sa23
S31 S32 533
S22 S23 S12 Si3 S12 Si3
= 57 det — S91 det Sa1 det
1 e [532 533} 21 ¢ {532 533] Tos1de [522 523}

= S11 S22 S33 — Si1 S35 — S33 S7y — S22 S75 + 2 S19 S13 So3

(1.1.24)

(1.1.25)

(1.1.26)

(1.1.27)

(1.1.28)

(1.1.29)

(1.1.30)
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— Formules trigonométriques :

tan p = , cos(—p)=-cosp , sin(—yp)=—sinp

cos(p1 + ¢2) = cos(p1) cos(p2) — sin(p1) sin(es2)
sin(¢1 + @2) = singy cos Y2 + cos p1 sin P

1 2 1-— 2 in 2
2 2 2
(I ) - i
cos (5 —¢) =sing
1 2 1
cos45° = sin45° = — = £ , cos60° ==, sin 60° = ﬁ
V22 2 2
1
cos 120° = —3 sin 120° = \gg

— Si x et y sont petits devant I'unité :
lz <l , |yl«1

on a les relations :

\/1+x21+g ,

~1l—z , (I+2)(l+y)~14+z+y

2
sint ~x , cosr~1—— ., tanx~x

2

(1.1.31)

(1.1.32)
(1.1.33)

(1.1.34)

(1.1.35)

(1.1.36)

(1.1.37)

(1.1.38a)

(1.1.38D)

(1.1.38c)
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1.2 Exercices
ELA_1 : vecteur contrainte sur une facette

En un point M d’un solide, dans le repére orthonormé {7, 7, /%’}, le tenseur des contraintes a pour
valeur :

100 —40 20
[0(M)] = |-40 —60 50| MPa
20 50 40

1. Faire un dessin qui montre la signification physique des composantes du tenseur des contraintes.

2. Soit le vecteur unitaire 77 de composantes :
1
1
2

Sur la facette 71 :

(a) Calculer les composantes du vecteur contrainte T'(M, 7).
(b) Calculer la contrainte normale o,.

(c) Calculer les composantes du vecteur cisaillement 7;,, puis le module 7,, du cisaillement.

Solution
Représentation graphique des composantes du tenseur des contraintes

Les composantes en MPa du tenseur des contraintes dans le repere {7, 7, E} :

T(M,7) T(M,7) T(M,k)

7 100 —40 20
composantes sur 7 —40 —60 50
k 20 50 40
sont représentées sur la figure ci-dessous.
T(M, k) 40
50
20 ¥ 50
= - ‘ z -40
T (M , 1 ) 20
> — -60
k -40
. A
J pud =
: 100 T(M.J)

Facette 71

Les composantes du vecteur contrainte sont (formule de Cauchy : {T'(M,7)} = [o(M)]{n}) :

T, 100 —40 20 1 1 1 60 20
Ty p=|—-40 —60 50| 42, = 3 —60 p = ¢ —20 » MPa
T, 20 50 40 2 200 66.67
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On en déduit la contrainte normale (o, = 7t - T(M, 7)) :

1 340
op = §(60 — 120 + 400) = 5 = 37.78 MPa

les composantes du vecteur cisaillement (7, = T(M, @) — oy, 71) :

T 60 1 7.41

1 401
Ty p = 24 601 %g ol ! 4519} MPa
Tos 200 2 41.48

et le module du cisaillement :

T = |Tall = \/7.412 + (—45.19)2 + 41.482 = 61.78 MPa

Programme Scilab 5.3.1

// vecteur contrainte sur une facette

// tenseur des contraintes dans le repére {zyz}
sigma=[100,—-40,20;—-40,-60,50;20,50,40]

// facette {n}
n=[1/3;2/3;2/3]

T=sigmasx*n // wvecteur contrainte : formule de Cauchy
sigma_n=n’xT // contrainte normale

tau_n=T-sigma_n*n // vecteur cisaillement

norm(tau_n) // module du cisaillement

ELA_2 : état de contrainte en un point

En un point M d’un solide, dans le repére orthonormé {7, 7, E}, le tenseur des contraintes a pour

valeur :
100 —40 0
[o(M)]= |—-40 80 0| MPa
0 0 O

1. Faire un dessin qui montre la signification physique des composantes du tenseur des contraintes.

2. Soit le vecteur unitaire 7 de composantes :

1 1
{n}:ﬁ g

Sur la facette 77 :
(a) Calculer les composantes du vecteur contrainte T'(M, 7).
(b

) Calculer la contrainte normale o,.
(c) Calculer les composantes du vecteur cisaillement 7;,, puis le module 7,, du cisaillement.
)

(d) Faire un dessin qui montre la facette, le vecteur contrainte, la contrainte normale et le
vecteur cisaillement.
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3. Calculer les contraintes et les directions principales.
4. Faire un dessin qui montre la signification physique des contraintes et des directions principales.

5. Calculer les contraintes équivalentes de Von Mises et Tresca.

Solution

Les composantes en MPa du tenseur des contraintes dans le repere {7, 7, E} :

T(M,7) T(M,7) T(M,k)
v 100 —40 0
composantes sur 7 —40 80 0
k 0 0 0
sont représentées sur la figure ci-dessous.
0,,=40 MPa
T(M.)) \ 5,80 MPa
o,=100 MPa
J M ﬁ o, =-40 MPa
Lﬁ T(M,7)

Facette 71

Les composantes du vecteur contrainte sont (formule de Cauchy : {T'(M,7)} = [o(M)]{n}) :

T 100 —40 O 1 1 1 20 8.94
Ty,p=1-40 80 0| —=492p=-—=4120, =<53.67 ) MPa
T, 0 0 0 V5 0 V5 0 0

On en déduit la contrainte normale (o, = 7 - T(M, 7)) :

20

1 1
=— 11 2 0} —=<120, =52.00 MPa
\/5 { } \/5 0

On

le vecteur cisaillement (7, = T'(M, ) — oy, i) :
Tna 20

1 1 1
0 0

et le module du cisaillement :

1
o = |ITall =4/ 2 (322 +162) = 16.00 MPa

Le vecteur contrainte T'(M, 1), la contrainte normale o, et le cisaillement 7,, sont repréentées sur la
figure ci-dessous.
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7.-8.94 MPa

7=16.00 MPa

T(M,#)

J
T—»?

1,=53.67 MPa 6,=52.00 MPa

Contraintes et directions principales

L’axe k est direction principale :
ﬁg =k 5 g3 = 0

Les contraintes principales o1 et o2 sont les solutions de ’équation (det([c] — oy, [1]) = 0) :

100 — o,  —40

det | 40 80—o,

] = (100 — 0,) (80 — 0,) — (—40)* = 62 — 1807, + 6400 = 0

1 1
71 } _ 180, ~/1802 — 4 x 6400
09 2 2

o1 = 131.23 MPa, , o9 =48.77 MPa
La position angulaire des directions principales 771 et 7o est définie par :

131.23 — 100 48.77 — 100
tan 91 = T y tan 92 = T

d’on :
01 = —37.98° , 0y =52.02°

Les contraintes et directions principales sont représentées sur la figure ci-dessous.

-

T(M,n,)=48.77n,

37.98°
T(M,i,)=131.231,

Dans le repere principal, le tenseur des contraintes s’écrit :

131.23 0 0
[O—(M)]{ﬁlﬁzﬁis} = 0 48.77 0 MPa
0 0 0

Les contraintes de Tresca et de Von Mises sont :

or = max (|131.23 — 48.77,|131.23 — 0|, |48.77 — 0|) = 131.23 MPa

1
oy = \/2 ((131.23 — 48.77)2 + (131.23 — 0)2 + (48.77 — 0)2) = 114.89 MPa



10 Exercices de résistance des matériaux

Remarque : calcul des contraintes et des directions principales a ’aide du cercle de Mohr.

A% -
J
40
0,=48.77 100 o,=131.23 =
80 '
-40 - -20,=75.96 °
i
Programme Scilab 5.3.1
sxx=100
syy =80
sxy=—40
// tenseur des contraintes dans le repere {zyz}
sigma=[sxx ,sxy ,0;sxy,syy,0;0,0,0]
// facette {n}
n=[1/sqrt (5);2/sqrt (5);0]
T=sigma*n // wecteur contrainte : formule de Cauchy
sigma_n=n’%T // contrainte normale
tau_n=T-sigma_nxn // vecteur cisaillement
norm(tau_n) // module du cisaillement

// contraintes principales
d=0.5%(sxx+syy );

r=0.5%sqrt ((sxx—syy) 2+4xsxy " 2);
sigl=d+r

sig2=d-r

sigd3=0

// angles en degrés des directions principales avec |’ aze z
t1=atan ((sigl—sxx)/sxy)*180/%pi
t2=atan ((sig2—sxx)/sxy)*180/%pi

// contraintes de Von Mises et Tresca

Von_Mises=sqrt (sigl "2+sig2 "2—siglxsig2)
Tresca=max(sigl ,sig2,0) —min(sigl ,sig2,0)

ELA_3 : contraintes et directions principales

En un point M d’un solide, dans le repere orthonormé {7, 7, E}, le tenseur des contraintes a pour
valeur :

80 —40 0
[0(M)] = |—40 120 0| MPa
0O 0 0

1. Faire un dessin qui montre la signification physique des composantes du tenseur des contraintes.

2. Calculer les contraintes principales et les directions principales.
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3. Faire un dessin qui montre la signification physique des contraintes et des directions principales.

4. Calculer les contraintes équivalentes de Von Mises et Tresca.

Solution

Les composantes du tenseur des contraintes sont représentées sur la figure ci-dessous.

o,,=40 MPa

= - o,,=120 MPa

T(M,j)\| "
o,=80 MPa

j M| o,=-40 MPa
L»? 7M7)
L’axe k est direction principale :
iig=k , o03=0

Les contraintes principales o; et og sont les solutions de I’équation (det([o] — oy, [I]) =0) :

80 — oy, —40

det 1™ 40 120— 0,

] = (80 — 0,) (120 — 0,,) — (—40)® = 62 — 200 5, + 8000 = 0

d’ou :

9 1
o1 :Ei—\/2002—4><8000
o9 2 2

o1 =144.72 MPa |, o9 = 55.28 MPa
La position angulaire des directions principales 71 et 7y est définie par :

g, 1447280 e g, 55:28 = 80
n = n e —
anoi —40 ) Lans2 ~40

d’ou :
01 = —5H8.28" |, 6Oy =31.72"°

Les contraintes et directions principales sont représentées sur la figure ci-dessous.

-

T(M,n,)=55.28n,

> -58.28 °

T(M,ii,)=144.721,

Dans le repere principal, le tenseur des contraintes s’écrit :

14472 0 0
[o(M)] iy 0iisy = | 0 5528 0| MPa
0 0 0



12

Exercices de résistance des matériaux

Les contraintes équivalentes de Tresca et de Von Mises sont :

o = max (|144.72 — 55.28],[144.72 — 0|, |55.28 — 0|) = 144.72 MPa

1
2

oy = \/ ((144.72 — 55.28)2 + (144.72 — 0)2 + (55.28 — 0)2) = 126.49 MPa

Remarque :

40

Programme Scilab 5.3.1

// contraintes planes

sxx =80
syy=120
sxy=—40

calcul des contraintes et des directions principales a ’aide du cercle de Mohr.

7,

~.4

0,=55.28 80 c,=144.72

\
Q

120

= -20,=116.56 °

~

contraintes et directions principales

// tenseur des contraintes
sigma=[sxx ,sxy ,0;sxy,syy,0;0,0,0]

// contraintes principales

d=0.5%(sxx+syy );

r=0.5xsqrt ((sxx—syy) 2+4xsxy "2);

sigl=d+r
sig2=d-r
sigd3=0

// angles en degrés des directions principales avec |’ aze z
tl=atan ((sigl —sxx)/sxy)*180/%pi
t2=atan ((sig2—sxx)/sxy)*180/%pi

// contraintes de Von Mises et Tresca
Von_Mises=sqrt (sigl "2+sig2"2—siglxsig2)
Tresca=max(sigl ,sig2 ,0) —min(sigl ,sig2 ,0)

ELA_4 : contraintes et directions principales

En un point M d’un solide, dans le repere orthonormé {7, 7, E}, le tenseur des contraintes a pour

expression :

0
[o(M)] = |7

=
SIS

Calculer les contraintes et les directions principales.
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Solution

Les contraintes principales o, sont les solutions de 1’équation :

-0, T T
det | 7 -0, T | =-0, (0721 — 7'2) —7(—T0OH — 72) + T (7'2 + o,7)
T T —0o,

=—0p +30,72 +27° =0

d’otr :
o1 =2T , 09=03=—T

La direction principale 7i; est solution de I’équation :

—01 = —2T T T Nig 0
T —01=—2T T ny p=+0
T T —01=—27T N1z 0
d’ou :
1
1
nr=—=+«K1
{ 1} \/g .

Les directions principales 7io et 7ig sont les solutions de I’équation :

—09 = —03 =T T T Ny 0
T —09 = —03 =T T ny p =140
T T —09 = —03 =T n, 0
d’ou :
1 1
1 1
ngt = — < —1 , ngt = — 1
{ 2} \/5 0 { 3} \/6 y

Remarque : tout vecteur 77 = a i +biig avec a®+b? = 1 est direction principale associée & la contrainte

principale —7.
La contrainte de Von Mises et la contrainte de Tresca sont égales a :

oyp = or = 37|

ELA_5 : déformations autour d’un point

En un point M d’un solide, dans le repeére orthonormé {7 7, E}, le tenseur des déformations est égal

150 —120 0
[e(M)] = |-120 200 Of 107°
0 0 0

Un tel état de déformation est dit état de déformation plane par rapport a I'axe k.

1. Faire un dessin qui montre la signification physique des composantes du tenseur des déforma-

tions.
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2. Soient les deux directions orthogonales 7i, et 7 :

1 1 2
—1 , Mg Mp =20

1
{na}zﬁ —02 ) {nb}z\/5 :

(a) Calculer I'allongement unitaire dans les directions 7i, et 7 et le glissement dans ces deux
directions.

(b) Faire un dessin qui montre la signification physique de ces déformations.
(c) Expression du tenseur des déformations dans le repere {7i, 7, E}

3. Calculer les déformations et les directions principales. Faire un dessin qui montre la signification
physique des déformations principales.

4. Calculer la variation relative de volume ey,.

Solution

Les composantes du tenseur des déformations dans le repére {7, 7, k} sont représentées sur la figure
ci-dessous.

240 10° rad

M
=M,
I 0 dx dx, (1+150 10)

TJ dy, — dy, (14200 10°)

Déformations dans les directions 71, et 7,

L’allongement unitaire dans la direction 7, est :

e(M,7tq) = {na}" [(M)] {na}
150 —120 0 1

1 1
=—1{1 —2 0} |[=-120 200 O] 1006—{ —-2% =28610"C
YA I RV I

L’allongement unitaire dans la direction 7 est :

(M, iiy) = {np} " [e(M)] {ns}
150 —120 O

2
1 1
=—12 1 0}Y|=120 200 0| 1009—<{1%=6410"F
\/5{ } 0 0 0 V5

[an}

Le glissement dans les deux directions orthogonales i, et 7i; est :

V(M g, i) = 2 {mp} " [e(M)] {na}
150 —120 0 1

1 1
=2—32 1 0 —120 200 O 1076— —2% =104 1076
YA N AR

Dans le repere {7i,, 7y, k}, le tenseur des déformations s’écrit :

286 52 0
52 64 0| 1076
0 0 0

[e(M)]

{ﬁa 7ﬁb7E} -
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Les composantes du tenseur des déformations dans le repere {7i,, 7y, k} sont représentées sur la figure
ci-dessous.

i, 104 10° rad
M, M

J ds, — 6
T _ ds,(1+286 10
i \ 7, ds, (1464 10°)

Déformations et directions principales

L’axe k est direction principale :
ﬁg =k y g3 = 0

Les déformations principales €1 et €2 sont les valeurs propres de la matrice :

150 —120] . 6
[—120 200} 10

d’ou :

150 +200 | 1
zl } — <‘; + 5\/(150 —200)2 + 4 x (—120)2> 1076
2

e1=20810"° | £ =5210"°
La position angulaire des directions principales 711 et 75 est définie par :

tan 0 298 — 150 tan 0 92 — 150
1=~ 54 2= 7 160
—120

d’ott :
0, = —50.88° , 6y =39.12°

Dans le repere principal, le tenseur des déformations s’écrit :

298 0 O
[E(M)}{ﬁLﬁQ,ﬁg}: 0 52 0| 107
0 0 0

Les composantes du tenseur des déformations dans le repére principal sont représentées sur la figure
ci-dessous.

;oo M
. ds, ds, (1+298 10°) ds, (1+52 10
i
N7
La variation relative de volume est :

ev(M) = tr[e(M)] = (150 4+ 200 4 0) 1075 = (286 + 64 4 0) 107% = (298 + 52 4 0) 107¢ = 350 107°
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Programme Scilab 5.3.1

// déformations autour d’un point

// déformations xE6 dans le repére {zyz}
exx=150
eyy=200
gxy=—240

// tenseur des déformations dans le repere {zyz}
eps=[exx,gxy/2,0;gxy/2,eyy,0;0,0,0]

// directions orthogonales {n} et {t}
n=[1/sqrt(5);—2/sqrt (5);0]
t=[-n(2);n(1);0]

// allongements unitaires dans les directions {n} et {t}
enn=n’* eps*n
ett=t 'xepsx*t

// glissement des directions orthogonales {n} et {t}
gnt=2xt ’x eps*n

// tenseur des déformations dans le repére {ntz}
eps_ntz=[enn,gnt/2,0;gnt/2,ett ,0;0,0,0]

// déformations principales
d=(exx+teyy)/2;

r=sqrt ((exx—eyy) 2+gxy "2)/2;
epsl=d+r

eps2=d—r

// directions principales (angles en degrés)
anl=atan (2x*(epsl—exx)/gxy)*180/%pi

an2=atan (2x* (eps2—exx)/gxy)*180/%pi

// déformation volumique

eps_V=trace (eps)

ELA_6 : état de contrainte uniaxial

Une poutre de section droite constante est soumise a une contrainte de traction o.

7\ A 7

i / =
[ [2] I

—O [ \\‘ i o
— M —>|

1. Donner 'expression du tenseur des contraintes dans le repere {7, 7, E}
2. Considérons la facette 77 en M.
(a) Calculer les composantes du vecteur contrainte sur cette facette.

(b) Calculer la valeur du cisaillement maximal.



Elasticité 17

(c) Calculer la valeur de 6 pour laquelle I’allongement unitaire est nul.
Application numérique : v = 0.3.

d
3. Calculer la variation relative de volume de la barre 7‘/ en fonction de F, v et o.
Solution

Dans le repeére {7, 7, k}, les composantes du tenseur des contraintes et du tenseur des déformations
sont :

c 00 o 1 0 0
[c]=10 0 0| , [¢]= 5 0 —v 0
0 0 O 0 0 —v
Les composantes des vecteurs 7 et ¢ sont :
cos 6 —sin6
{n} = {sinb , {t} =14 cosb
0 0

Le vecteur contrainte sur la facette 7 est égal a (formule de Cauchy) :
o cosf

{Ty=lol{n}={ 0
0

d’ou 'expression du cisaillement :
1
7w = {t}T{T} = —0 cos sinh = —3 osin(26)

Le cisaillement est maximal pour 6 tel que :

d
% =0 soit cos(26)=0
d’ou : o
v o
0=+ 5 y  Tmax = 7

L’allongement unitaire dans la direction 77 est :
o
enn = {n}T [e] {n} = 5 (cos® 6 — vsin? )
et s’annule pour 6 tel que :

cos’f —vsin?0 =0 soit tan’f = —
v

Pour v = 0.3, on obtient 8 = 61.29°".

La déformation volumique est :
1-2v

ey = tre]
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ELA_7 : rosette a 45 degrés

La rosette a 45 degrés représentée sur la figure ci-contre est collée sur un

réservoir au point critique. Z:ty
‘\ ﬁl
Les caractéristiques du matériau sont : - ;\9
1
e > » X
— module de Young : £ = 210000 MPa 7 g
— coefficient de Poisson : v = 0.27 s

— limite élastique : o = 300 MPa

On mesure :

£, = —1001076
gy, = —4501076
£. = 4001076

Calculer les composantes du tenseur des déformations.
En déduire les composantes du tenseur des contraintes.
Calculer ¢, .

Calculer les contraintes principales o1, o9 et o3.
Calculer les déformations principales €1, €9 et €3.

Calculer la position angulaire 61 de la direction principale 771 avec la jauge a.

NS ot W e

La pression a l'intérieur du réservoir est égale & p = 50 MPa. Calculer la pression maximale
admissible ppax (on utilisera les critéres de Tresca et Von Mises).

Solution

En M, 1’état de contrainte est plan par rapport a l'axe k. Les allongements unitaires €., €, et &,
s’écrivent en fonction des composantes du tenseur des déformations :

jauge a :
1
{n.} =140 , ea=¢(M,ily) = egn
0
jauge b :
\/5/2 . 1 1 1
{np} = \/%/2 , €b=€(M,nb)=561x+§6yy+§%y
jauge c:
0
{n.} =141 . Ec=¢e(M, i) =¢eyy
0

On en déduit :
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— les composantes non nulles du tenseur des déformations :

Eye = Ea = —100107C

gy = e =400107°
Yay = 26p — €a — e = 2 x (—450107%) — (=100107%) — 4001075 = —120010~°

0.27

—T g9 (100 107%4400107%) = —111107

v
€2z = 1_, (az +Eyy) =

— les composantes non nulles du tenseur des contraintes :

210000 6
210000 _
Oyy = 72 (Euy T Vear) = 7575 (400 +0.27 x (—100)) 10 6 — 84.49 MPa
E 210000

= —1200107%) = —99.21 MP
0 = i) T Za o (12000 = =99 .

Les composantes du tenseur des déformations et du tenseur des contraintes dans le repere {7, 7, E}
sont :

—~100 —600 0 1.81  —99.21 0
[e(M)]=|-600 400 0 | 107¢ | [o(M)]=[-99.21 8449 0| MPa
0 0 —111 0 0 0

L’axe k est direction principale :
’figZE , o3=0 , 63:—11110_6

Les contraintes principales o1 et o9 sont :

o1 Oxz + O 1
o2 }: o 5 (0 — o + 40

1.81 4—284.49 4

1
5\/(1.81 —84.49)2 + 4 (—99.21)2
soit :
o1 =150.63 MPa |, 09 = —64.33 MPa
La position angulaire de la direction principale 771 est donnée par 1’équation :

01— 0z 150.63 — 1.81
Oy —99.21

tanf; =

d’ou :
6 = —56.31°

Les déformations principales €1 et €9 sont :

1

g1 = = (01 — I/Ug)

= (150.63 — 0.27 x (—64.33)) = 800 10~°

~ 210000
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5*1( —voyp) =
2T B 2T 510000

(—64.33 — 0.27 x 150.63) = —500 107¢

Les contraintes de Tresca et de Von Mises sont :

or = max(|o1 — 03], |o1], |o2|) = 150.63 — (—64.33) = 214.96 MPa

oym = \/af + 03 — 0109 = 1/150.63% + (—64.33)2 — 150.63 x (—64.33) = 191.10 MPa

La pression maximale admissible est donc :

OE 300

critere de Tresca : pmax = P E =50 514,96 = 69.78 MPa
300
critere de Von Mises : pmax = p 9k _ 50 = 78.49 MPa
ovM 191.10

Programme Scilab 5.3.1

Le programme se trouve dans le cours d’élasticité.

ELA_8 : rosette a 120 degrés

La rosette a 120 degrés représentée sur la figure ci-contre est collée en un
point M d’une structure. 5

KA/ 120° i,
Les caractéristiques du matériau sont : W
1
> > X
— module de Young : £ = 210000 MPa a
— coefficient de Poisson : v = 0.3 / 120°

On mesure :

o

£q = —900106
gy, = 4001076
gc=—5010"6

Calculer les composantes du tenseur des déformations.
En déduire les composantes du tenseur des contraintes.
Calculer les contraintes principales o1, o9 et 3.
Calculer les déformations principales €1, €9 et €3.

Calculer la position angulaire 61 de la direction principale 77 avec la jauge a.

AR e

Calculer la contrainte équivalente de Von Mises et la contrainte équivalente de Tresca.

Solution

En M, I’état de contrainte est plan par rapport a ’axe k. Les allongements unitaires €4, €, et e,
s’écrivent en fonction des composantes du tenseur des déformations :
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jauge a :
1
{na} =<0 y €a = 5(M7 ﬁa) = Exx
0
jauge b :
-1/2
1 3 V3
{nb}: \/§/2 ’ Eb:€<M7nb) = Z5zz+15yy_j%cy
0
jauge c:
-1/2
L1 3 V3
D SR Y SN2 ST S B o
0

On en déduit :

— les composantes non nulles du tenseur des déformations :

Eyr = Ea = —900107C

1
Egy = = (26p + 260 — £4) = 5331076
yy 3
2 -6
Yoy = e (ec —ep) = —52010
€2r =~ (Gaw +Eyy) = 157 1076

— les composantes non nulles du tenseur des contraintes :

E 210000 _6
E 210000 _6
Ouy = 75 (Fuy + Vews) = T o5 (533 + 0.3 % (~900)) 10~° = 60.77 MPa
FE 210000

= vy = ————— (—=520107%) = —41.97 MP
%= 1) T a0 P00 97 MPa

Les composantes du tenseur des déformations et du tenseur des contraintes dans le repere {7, 7, k}
sont :

—900 —260 0 —170.77 —41.97 0
(M) =|-260 533 0| 108 | [o(M)=|-4197 60.77 0| MPa
0 0 157 0 0 0

L’axe k est direction principale :

fis=k , o03=0 , e3=15710""
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Les contraintes principales o1 et o9 sont :

01 Oz T Oyy 1
3 }: 2 jE5\/(0"“_‘Tyy)hrzlagy

_170.77 + 60.77 1
— 2+ + /(170.77 = 60.77)2 + 4(—41.97)?

soit :
o1 =68.14 MPa , o09=—178.14 MPa

La position angulaire de la direction principale 77; est donnée par I’équation :

01— 04y _ 68.14 — (~170.77)

tanf; =
=, —41.97
dol :
6, = —80.04°
Les déformations principales €1 et €9 sont :
1 1
=— (o1 — = 14 -0.2 —178.14)) = 107¢
£1 E(m Vo) 510000 (68 0.27 x (—178.14)) = 579 10
! ( ) ! (—178.14 — 0.27 x 68.14) = —946 107 °
== -V = ——(—178.14 - 0. . = —
2= BT T 510000

Les contraintes de Tresca et de Von Mises sont :

or = max(|oy — o3|, |01], |o2]) = 68.14 — (—178.77) = 246.28 MPa

oy = \/af + 02 — 0109 = \/68.142 + (—178.14)2 — 68.14 x (—178.14) = 220.27 MPa

Programme Scilab 5.3.1

// Dépouillement d’une rosette d’extensométrie

// angle de la rosette : 45, 60 ou 120 degrés
phi=120
if phi~=[45,60,120]
then halt(’phi_doit _étre_égal_a_45, 60_ou_120_degrés’)
end

// matériau
E=210000 // module de Young
nu=0.3 // coefficient de Poisson

// allongements unitaires mesurés
epsa=—900E—6

epsb=400E—6

epsc=—50E—6

// calcul des déformations exx , eyy , ezz et gxy
// l7aze x est | azxe de la jauge a
rphi=phix%pi/180; // angle en radians

c=cos(rphi);s=sin(rphi);
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exx=epsa;
eyy=(epsax*(2xc"2—1)4+2xepsb*(1—2xc"2)+epsc)/(2xs"2);
gxy=(epsax(l—4xc"2)+4xc” 2xepsb—epsc) /(2 sxc);
ezz=nux(exx+eyy)/(l—nu);

// calcul des contraintes Szx, Syy et Szy
c=E/(1-nu"2);

sxx=c* (exxtnuxeyy) ;

syy=cx(eyy+nuxexx) ;

G=E/2/(14nu); // module d’élasticité transversal
sxy=G*gxy ;

// tenseur des contraintes
sigma=[sxx ,sxy ,0;sxy,syy,0;0,0,0]

// contraintes principales
d=0.5%(sxx+syy) ;

r=0.5xsqrt ((sxx—syy) "2+4xsxy " 2);
sigl=d+r

sig2=d—r

sigd3=0

// angle en degrés de la direction principale nl avec la jauge a
t1=atan ((sigl—sxx)/sxy)*180/%pi

// tenseur des déformations
epsilon=[exx,1/2xgxy,0;1/2%gxy,eyy,0;0,0,ezz ]|

// déformations principales
epsl=(sigl —nuxsig2)/E
eps2=(sig2-—nuxsigl)/E
eps3=ezz

// déformation volumique dV/V
epsV=trace (epsilon)

// contraintes de Von Mises et Tresca
Von_Mises=sqrt (sigl "2+sig2 "2—siglxsig2)
Tresca=max(sigl ,sig2 ,0)—min(sigl ,sig2 ,0)

//  éditions

printf(’\n\nRosette_d’’extensométrie_a_%3d_degrés\n\n’, phi);

printf(’Module_de_Young  : %8.0f MPa\n\n’ E)

printf(’ Coefficient_de_Poisson_: %5.2 f\n\n’ ,nu)

printf(’ Mesures_:_epsa_=_%5.0f_E—6 epsb_=_%5.0f_E—6
epsax1E6, epsb*x1E6, epsc+1E6)

printf(’Déformations_principales : _epsl_= %5.0f_E—6
= %5.0f_E—6\n\n’,epsl«1E6,eps2*1E6,eps3*1E6)

printf(’Déformation_volumique_: _epsV_= %5.0f_E—6\n\n’,epsV*1EG)

printf(’Contraintes_principales : sigl = %5.2f MPa_,  sig2 = %5.2f MPa_, sig3 =,
0\n\n’,sigl ,h sig2)

printf(’Angle_de_la_direction _principale_nl_avec_la_jauge_a_: _%5.2f_degrés\n\n’,
t1)

printf(’ Contraintes_de_Von_Mises_= %5.2 {_MPa\n\n’,Von_Mises)

printf(’ Contraintes_de_Tresca_=_%5.2 f_MPa\n\n’,Tresca)

epsc = %5.0f_E—6\n\n",

Sy R} [E R}

Creneps2 = %5.0f E-6_, _eps3_






Chapitre 2

Méthode des éléments finis : approche
résistance des matériaux

2.1 Rappels : résolution d’un probleme stationnaire
Les équations d’équilibre de la structure s’écrivent :
(K] {U} = {Faoa} + {F} (2.11)
ol :
[K] est la matrice de rigidité.
{U} est le vecteur déplacement.

{Fpod} est le vecteur des forces nodales.

{F'} est le vecteur force équivalent aux charges réparties et aux gradients thermiques.

2.1.1 Partition des degrés de liberté

Ce systeme d’équations linéaires n’a pas de solution : la matrice de rigidité est une matrice singuliere
(det[K] = 0). Imposons un certain nombre de déplacements et numérotons les degrés de liberté de

fagon a obtenir la partition suivante :
Up} =7
{U}y = {{ {U}p} } (2.1.2)

ou :
{UL} est le vecteur des déplacements inconnus.
{Up} celui des déplacements connus (nuls ou non nuls).

Cette partition du vecteur déplacement induit une partition des vecteurs force et de la matrice de

rigidité :
| e e e = Lo+ {5 13

ou :
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{FL} et {Fhoq,1} sont les vecteurs des forces connues.

FlLoqpt est le vecteur des réactions d’appui.
{Fhoq, pp

2.1.2 Calcul des déplacements inconnus

Du systeme d’équations précédent, on déduit :
[Krol{UL} + [KLp]{Up} = {Froa.L} + {FL} (2.1.4)

d’ou :
[Krp){UL} = {Froa L} + {F1} — [Krp]{Up} (2.1.5)

Le deuxieme membre de I’équation ci-dessus est connu. Si le nombre de liaisons est suffisant, la
matrice [K1 1] n’est pas singuliere (det[Krr] # 0) et les déplacements inconnus sont :

(UL} = [Krr]™" ({Fuoar} +{Fr} — [KLp]{Up}) (2.1.6)

2.1.3 Calcul des réactions d’appui

Tous les déplacements étant connus, les réactions d’appui sont calculées a 'aide de 1’équation :

{Fooa,p}t = [Kpr]{UL} + [Kpp]{Up} — {Fp} (2.1.7)
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2.2 Poutre soumise a un effort normal

2.2.1 Rappels

Soit un élément de poutre droite i — j, d’axe z, de longueur L, de section droite constante, soumis a
un effort normal N(z).

u;
e AT Y ) )
Xj
Ne— > > > > > —PN Dri
i J
L 4 I X
> X

A est Daire de la section droite.
FE et « sont respectivement le module de Young et le coefficient de dilatation du matériau.

L’élément porte sur toute sa longueur une force linéairement répartie d’intensité linéique (p,, 0, 0)

avec :
x

X X
pm(-r) = Pzxi (1 - Z) + Pzj z = Pai + (pxj —pm) Z (2.2.1)

et subit une variation de température AT constante dans 1’élément.
u; et u; sont les déplacements nodaux.
N; et Nj sont les efforts normaux dans les sections 7 et j.
L’intégration de I’équation d’équilibre :

dN

r +p, =0 avec N(0)=N; (2.2.2)
x

conduit a 'expression de ’effort normal :

N(z) = Ni = pai © — (Paj — Pai) 57 (2.2.3)

La contrainte normale dans la poutre est égale a :

Oze(x) = ) (2.2.4)
L’intégration de la relation de comportement (équation de la déformée) :
Erx = Z—Z = % +a AT  avec u(0) = u; (2.2.5)
conduit & 'expression de la déformée :
1 z? 3
u(z) = u; + BA (Niw ~Paiy (Pzj — Pai) 6L) +aATx (2.2.6)

Des conditions aux limites N(L) = N; et u(L) = u;, on déduit :

{fooa} = [K] {u} = {f} = {fin} (2.2.7a)
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avec
EAT1
LH] L[l
Remarque :

2.2.2 Exercices

MEF_NOR_1

La poutre représentée sur la figure est discrétisée en trois éléments de méme longueur L.

7

Soient F et A respectivement le module d’Young du matériau et 1'aire de la section droite.

{fuoa} = {

RS

RERCE

I’équilibre de I’élément s’écrit :

— N; + Nj +

2

—N;

N;j
2pxi + Dzj
Pzi + 2pxj

Exercices de résistance des matériaux

b

} . {fwm} :EAaAT{_ll}

L
5 (p:pi +pzj) =0

2F

— F

J_>x

—_—

N

7

Les sections 1 et 4 sont encastrées.

La section 2 porte une force d’intensité 2 F' et la section 3 une force d’intensité F'.

. Effectuer I’étude élémentaire.

. Effectuer 'assemblage.

A
\

1
2
3. Calculer les déplacements nodaux.
4

A[\_)l

\

. Calculer les actions de liaison et vérifier I’équilibre de la structure.

Solution

L’assemblage conduit a la relation [K]|{U} = {FLoa} :

Les déplacements inconnus sont les solutions de I’équation K| {Ur} = {Fhnod,L} :

1 -1
E7A -1 1+1
L -1

rA
L

|

-1
1+1
-1

2
-1

-1
2

-1
1

I

U2
u3

U1:0
U2
us

ug =0

=1

2F
F

|

=7
2F
F

Fyp =7

(2.2.7b)

(2.2.7¢)

(2.2.8)
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d’ou :
5 FL 4 FL
T3FEA T 3EA

Les actions de liaisons sont les solutions de I’équation [Kpr]{Ur} = {Fuoa,p} :
EA -1 ug | [ Fig
L -1 us B F4x

5) 4
F.=——°"F Fi.———F
1z 3 ) 4z 3

Uz

d’ou :

L’équilibre de la poutre est vérifié :
5 4
F1m+F2x+F3x+F4z:_§F+2F+F_§F:0

L’effort normal N(x) et le champ de déplacements u(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

AN
SIT/3 u  SFLIBEA o
2r 2 3 4
—4F /3
MEF_NOR. 2

Considérons la poutre d’axe z représentée sur la figure. Soit E le module de Young du matériau. La
rigidité linéique est égale & F A entre les noceuds 1 et 2, 2 F A entre les noeuds 2 et 4.

2EA
L F ——» 3F 7 > x

7 EA

~
N~

3L |

A
\d
A 4
A

—
N
w
N

La poutre est encastrée en 1 et 4. Elle est sollicitée au noeud 2 par une force (F,0,0) et au nceud 3
par une force (3 F,0,0) avec F' > 0.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.

2. Représentations graphiques : tracer u(x), N(x) et oz, (z)

Solution

Les matrices de rigidité élémentaires sont :

EAT1 -1 2EA[1 -1

[k1-2] = — [—1 1 } o kel = =7 £ [ : _1]

-1 1} kel =5
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L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Floa} :

1 -1 uy = 0 le =7
EA|-1 142 -2 up=?_) F
L -2 242/3 —2/3| Yus=?( ) 3F

—2/3  2/3 | (us=0 Fyp =7

Les déplacements inconnus sont les solutions de 'équation [Kpr]{UL} = {Fhod,L} :

EiA 3 —2 u | F
L |-2 8/3| \usf ~ \3F

13 FL 1LFL
T 6 EA BT 1 EA

d’ou :

u
13FL/6 EA 11 FLI4EA

1 2 3 4

Les actions de liaisons sont les solutions de I’équation [Kpr]{Ur} = {Froa,p} :
EA -1 ug | Fig
L —2/3| |us | Fug

13 11
Flo=—-—"F | Fp=-—F
! 6 4 6

d’ou :

L’équilibre de la poutre est vérifié :

13 11
F1$+F2£B+F3£E+F4Z‘:_€F+F+3F_€F:0

L’effort normal N(x) et la contrainte normale o, () sont représentés sur la figure ci-dessous.

AN NG
13F/6 13F/64
iF 7FI6
‘ 3F 4 TFI12 4
» X ‘ 4 » X
1 2 3 1 2 3 o
—11F/6 —11F/124
MEF_NOR._3

La poutre représentée sur la figure est constituée de deux troncons de méme longueur L.

7 2EA EA
P
—»2P |[—P» >
; 2 3
- L > L >
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Soit F le module de Young du matériau.
L’aire de la section droite est égale a 2A entre les noeuds 1 et 2 et A entre les nceuds 2 et 3.
La section 1 est encastrée.

La section 2 porte une force d’intensité 2 P et la section 3 une force d’intensité P.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Représentations graphiques : tracer N(z), 0zz(x) et u(x).

Solution

Les matrices de rigidité élémentaires sont :

2EA[1 -1 EAT1 -1
[kl—Q] - T |:_1 1 :| 9 [k2—3} - T |:_1 1 :|
L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Fyoa} :
2 —2 uy = 0 le =7
EA
—1 1 us P

Les déplacements inconnus sont les solutions de 1’équation [K )]
EA |3 —1| Jug| _ J2P
L |-1 1] usf | P

_3PL _5PL
T2FEA 0 "™ToEA

La réaction d’appui est solution de [Kpr]{Ur} = {Fhod, P} :

T {e) - ()

{Ur} ={Fhoa,L} :

d’ou :

U2

d’ou :
Fiz;=-3P
L’équilibre de la poutre est vérifié :

Fip +Fop +F3, =-3P+2P+P=0

L’effort normal, la contrainte normale et le champ de déplacements sont représentés sur la figure
ci-dessous.

AN A Oxx AU 5PLI2EA
3P 3P/24 3 PLI2 EA

2P P/A4
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MEF_NOR_4

Considérons la poutre d’axe x représentée sur la figure. Soit F le module de Young du matériau. La
rigidité linéique est égale & 2 F'A entre les nceuds 1 et 2, EA entre les nocuds 2 et 3 et & 3 FA entre
les nceuds 3 et 4.

2 2EA 3EA

L 2L L V7

La poutre est encastrée en 1 et 4. Elle est sollicitée au noeud 2 par une force (F,0,0) et au nceud 3
par une force (2 F,0,0) avec F' > 0.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer 'effort normal aux deux extrémités.

3. Représentations graphiques : tracer N(z), o45(x) et u(x).

Solution

......

[k12]:2?4[_11 —11] | [kH}:l;lel —11} ’ [k“]:?’EA[l —1}

L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Fioa} :

2 —2 uy = 0 le =7
EA |-2 2+41/2 -1/2 ug | F
L -1/2 1/2+3 -3 us [ ) 2F
-3 3 Uy = 0 F4I =7

Les déplacements inconnus sont les solutions de I’équation [Krr| {Ur} = {Fhod,L} :

BA (52 L () (P

d’otr -
_ 9 FL _ U FL
EMEA 0 BT 17 EA
" 11 FLI17 EA
9FL/17EA
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Les actions de liaisons sont les solutions de [Kpr] {UL} = {Froa,r} :

T -

d’on :
18 33
h,=——F Fp,=——F
1lx 17 ) 4z 17
L’équilibre de la poutre est vérifié :
18 33
le+F2x+F3m+F4x:_T?F+F+2F—T7F:0

L’effort normal N (z) et la contrainte normale o, (z) sont représentés sur la figure ci-dessous.

AN Ao,

18F/17 9F/[17 4
Tr
£7 4 » X FI174 4

1 2 3 » X

_ -33F/17
—11F/174
MEF_NOR._5

Considérons la poutre d’axe x représentée sur la figure. Soit £ le module de Young du matériau.
L’aire de la section droite est égale a A entre les nceuds 1 et 2, 2 A entre les noeuds 2 et 3 et 4 3 A
entre les nceuds 3 et 4. La poutre est encastrée en 1 et 4.

.

2L L

Y

La poutre porte entre les noeuds 1 et 2 une force uniformément répartie d’intensité linéique (p,0,0)
avec p > 0 et au noeud 3 une force (F = 2pL,0,0).

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Représentations graphiques : tracer N(z), 045(x) et u(x).

Solution

Assemblage
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L’assemblage conduit a la relation [K|{U} = {Fioa} + {F} :

1/2 -1/2 up =0 =7 pL

EiA -1/2 1/242 =2 U9 - 0 n pL
L -2 24+3 -3 us 2pL 0
-3 3 ug =0 Fy. =7 0

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaison

Les déplacements inconnus sont les solutions de I’équation K| {Ur} = {Fnoa,r} + {Fr} :
EA[5/2 —2] fus _ [ O 4L
L -2 5| \uf \2pL 0

_ 18 pL? 14 pL?
17 EA 0 BT 17EA

Le champ de déplacements est représenté sur la figure ci-dessous.

d’ou :

U2

AU 1,17pL2/EA/18pL2/17EA

14 pL’/17EA

26L/17=

1 2 3 4
Les actions de liaisons sont les solutions de [Kpr]{Ur} = {Fyoar} + {Fpr} :
EA [-1/2 ug| [ Fia . pL
L -3 us o F4z 0

26 42
Fi, = ——npL Fyp = ——pL
1x 17p ; 4z 172?

d’ou :
L’équilibre de la poutre est vérifié :

26 42
F11+F2x+F3x+F4x—|—2pL:—ﬁpL—i—O—&—QpL—l—?pL—I—QpL:O

Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques

Les efforts élémentaires sont :

8 R R I S H A B

Le déplacement est maximal pour x = z,, tel que N(z,,) = N1 — pa,, =0, d'ou :

— élément 1-2 :

2% 676 pL? _pI?
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(-2 )
(-2 25 )

L’effort normal N(x) et la contrainte normale o, (z) sont représentés sur la figure ci-dessous.

— élément 2-3 :

— élément 3-4 :

N XX
26 pLI17 26 pL/17 4
P P 4 pLI174
2 3 4 /
N— »>
1 —8pL/17 % y 3 4 ax
TQ‘DL ! —8pL174 Y
—42 pLI17 —14 pLI17 4
MEF_NOR._6

Considérons la poutre d’axe x représentée sur la figure. Soit E le module de Young du matériau.
L’aire de la section droite est égale & A.

7 p p

L2 L/2

A
A

La poutre est encastrée en 1.

La poutre est soumise a une force uniformément répartie sur toute sa longueur d’intensité linéique p.

1. Calculer les déplacements nodaux et 1'action de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Représentations graphiques : tracer N(z) et u(x).

Solution
Assemblage

L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Fioa} + {F} :

1 -1 uy = 0 Flm =7 pL/4

2EA
e IR R uy p=4{ 0 p+{pL/2
-1 1 us 0 pL/4

Calcul des déplacements inconnus et de ’action de liaison
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Les déplacements inconnus sont les solutions de 'équation [Krr|{Ur} = {FL} :

[ - ()

d’ou :
3 pL? 1 pL?
Uy —= — —— Uy = — ——
*"8EA 7 2EA
La réaction d’appui est solution de I’équation [Kpr|{Ur} = {Fnoa.r} + {Fp} :
2FEA L
T(_UQ) =Fip + pz
d’ou :
Fi, = _pL

L’équilibre de la poutre est vérifié :

F1I+F2x+F3x+pL:_pL+O+O+pL:0

Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques

Les efforts élémentaires sont :
—N1 . 2 EA 1 -1 (3] . ]LL 1 o —pL
Ny [ L -1 1 U9 4 1| pL/2
_N2 o 2EA 1 -1 U . ]LL 1 . —pL/2
Ns [ L -1 1 Uus 4 1 0

L’effort normal N(z) et le champ de déplacements u(z) sont représentés sur la figure ci-dessous.

— élément 1-2 :

— élément 2-3 :

N
pL

u pL*2 EA
3 PL/8 EA

pL/2

MEF_NOR_7

La poutre représentée sur la figure est discrétisée en deux éléments de méme longueur L.

7 2p p
—> > — —» — > X

) 77

—_
[\

A

Soient E et A respectivement le module de Young du matériau et I’aire de la section droite.
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Les sections 1 et 3 sont encastrées.
La poutre porte :

— entre les noeuds 1 et 2 une force uniformément répartie d’intensité linéique 2 p.
— entre les nceuds 2 et 3 une force uniformément répartie d’intensité linéique p.

1. Calculer le déplacement du nceud 2 et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Représentations graphiques : tracer N(z) et u(x).

Solution
Assemblage

L’assemblage conduit a la relation [K|{U} = {Fuoa} + {F} :

EA 1 -1 uy = 0 Flm =7 pL
—1 1 U3:0 Fgw =7 pL/2

Calcul du déplacement inconnu et des actions de liaison

Le déplacement inconnu est solution de I’équation [Krp]{Ur} = {FL} :

EA
—(2u9) =3pL/2
L
d’ou :
_3pl?
=4 EA

Les réactions d’appui sont les solutions de I’équation [Kpr]{Ur} = {Fyoa,r} + {Fpr} :
EA[-1 (P pL
7 = ()

7 5
Fi=—-pL , Fu=—pL

d’ou :
L’équilibre de la poutre est vérifié :

7 5
Fig+ Fos + Fio + 3pL =~ pL+0~ 2 pL+3pL =0

Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques

Les efforts élémentaires sont :
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(o= 1 - 5

Le déplacement est maximal pour = = z,, tel que N(z,,) = N1 —2px,, =0, d’ou :

— élément 1-2 :

7 49 pL? pL?

-2 18 T -2

L’effort normal N(x) et le champ de déplacements u(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

— élément 2-3 :

N
7 pL14 A 49 Pr/64 EA
>R 3 pLY4 EA
2 3 5

: > X TLI8

—pL/4 o

» X
—~5pLl4 ) 3

MEF_NOR_8

La poutre représentée sur la figure est discrétisée en deux éléments. Soient F le module de Young du
matériau et A Daire de la section droite. La poutre est encastrée en 1 et 3.

7 /\/‘/‘/p

[—> — I —»>x
Z

1 2 3

La poutre est soumise entre les noeuds 2 et 3 & une force répartie dont 'intensité linéique varie entre
les valeurs 0 et p.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Représentations graphiques : tracer N(z) et u(x).

Solution
Assemblage

L’assemblage conduit a la relation [K|{U} = {Fyoa} + {F} :

1 -1 u; =0 . =7 0
EA

-1 1 ug =0 F3, =7 6 2
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Calcul du déplacement inconnu et des actions de liaison

Le déplacement inconnu est solution de I"équation [Krp]{UL} = {FL} :

EA pL
(9 _
7 Gu)=7¢
d’ot :
1 pL?
=19 FA

Les réactions d’appui sont les solutions de I’équation [Kpr]{Ur} = {Fyoa,r} + {Fpr} :
EA -1 _ (Fi) . pL [0
T e = {a 5 )

1 )
Fig=——pL , Fs=——pL
1lx 12p ) 3x 12p

d’ou :

L’équilibre de la poutre est vérifié :

1 1 5 1
F F: F: —pL =——pL — —pL+ —-pL =
1z + Fog + 3x+2p 12]9 +0 12]? +2p 0

Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques
Les efforts élémentaires sont :

— élément 1-2 :

L= R
Cop= v b= 5

Le déplacement est maximal pour & = z,, tel que N(x,,) = No —px2,/(2L) =0, d’ou :

— élément 2-3 :

24 36 pL? pL?
T V6, u(zn) 36vV6 EA 0.106 oA

L’effort normal N (z) et le champ de déplacements u(z) sont représentés sur la figure ci-dessous.

AN
Lie ; 0,106 pL*/EA
pLI2 TN 3, PL/12 EA
1 2

SpL/2 1 2 3

39
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MEF_NOR_9

La poutre représentée sur la figure est encastrée a ses deux extrémités. E et A sont respectivement le
module de Young du matériau et ’aire de la section droite.

7 P 2p 3p
- —> —> | > > »x
I 7

La poutre porte une force uniformément répartie d’intensité linéique p entre les nceuds 1 et 2, 2p
entre les noeuds 2 et 3 et 3p entre les noeuds 3 et 4 avec p > 0.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Représentations graphiques : tracer N(z) et u(x).

Solution
Assemblage

L’assemblage conduit a la relation [K|{U} = {Fioa} + {F} :

1 -1 uy = 0 Flm =7 pL/2
FA|[-1 141 -1 up =7\ _ JFp,=0 pL/2+ pL
I 1 141 1| Yus=2( " YEw=0( " \pL+3pL/2

1 1| lw=0 Fyp =7 3pL/2

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaison

Les déplacements inconnus sont les solutions de 'équation [Kpr]{UL} = {FL} :
EA2 —1| fua| _ [3pL/2
L |-1 2| \us) \5pL/2

11 pL? 13 pL?
“T%6EA 0 "6 EA
Les actions de liaisons sont les solutions de [Kpr] {UL} = {Fyoa,p} + {Fp} :

SER[ERERED

d’ou :

d’ou :

7 11
Flm:_gpL ) F4r:_§pL
L’équilibre de la poutre est vérifié :
7 11
Fip+ Fop + Fsp + Fyp + 6pL = —gpL—FO—?pL—l—GpL:O
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Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques

Les efforts élémentaires sont :
—N1 o EiA 1 -1 ul . @ 1 pr -7
No | L |-1 1| us 2 |1 3 | 4
—N2 . EiA 1 —1 u9 — L 1 o ]£ —4
Ny [T L =1 1 [ \usf PPl T 3 -2

Le déplacement est maximal pour x = x,, tel que N(x,,) = No —2px,, =0, d'ou :

— élément 1-2 :

— élément 2-3 :

41 pL?
18 EA

-2 18 T30

L’effort normal N(x) et le champ de déplacements u(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

N
PLI3 ! 41pL2/;Efi3 L2/6EA
4pL/3 11pLY6EA ; ¢
| 3 4 >y 2L/3
1 2 -~
1

Tm =2L/3 |, u(zm)

— élément 3-4 :

-2pL/3

11pL/3 2 3 4

MEF_NOR_10 : poutre soumise a une variation de température

La poutre représentée sur la figure est encastrée a ses deux extrémités et a une section droite constante
dont 'aire est A et le moment quadratique par rapport a z, I,.

7/ E A, «a

7 > x
1 2/[

\J

Soient E et a repectivement le module de Young et le coefficient de dilatation du matériau.

La poutre est soumise & une variation de température AT > 0.

1. Calculer I'effort normal et la contrainte normale o,, dans la poutre.
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2. Application numérique. On donne :
L =1m, E =200000 MPa, a = 10~° K, AT =100 K.
La poutre est un rond plein de diametre D.
Calculer la contrainte normale o, et 'effort normal N.

Sachant que la force critique d’Euler pour une poutre bi-encastrée est :

412 EI
FEuer = TZ
Calculer D.
Solution
L’effort normal dans la poutre est :
N =—-FAa AT

d’ou la containte normale
Ore = —Ea AT = —200000 x 10™° x 100 = —200 MPa

L’équilibre de la poutre est stable si :

Ar?EI
IN|| = BAa AT < ———
avec : 9 4
q_m
4 64
soit :
o 4al? AT 4x107° x 1000% x 100
D*> ——— = -
d’onr :
D > 20.13 mm

Remarque : 'allongement unitaire dans les directions j et k est égal & :
v
Sy = €22 = ~ L Oaa +aAT = (14+v)a AT
Si v = 0.3, on obtient :

Eyy = €22 = (1+0.3) x 107° x 100 = 1300 10~°
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MEF_NOR_11 : poutre soumise a une variation de température

La poutre représentée sur la figure est constituée d’un élément de longueur L.

2 k
AT X

A

A est I'aire de la section droite.
E et « sont respectivement le module de Young et le coefficient de dilatation du matériau.

La section 1 est encastrée. La section 2 repose sur un appui élastique de raideur k. Lorsque la structure
n’est pas chargée, le ressort est au repos.

La poutre est soumise a une variation de température AT > 0.

. Effectuer ’étude élémentaire.
. Effectuer I'assemblage.

. Calculer le déplacement du noceud 2 et 'effort normal N dans la poutre.

=W NN =

. Représenter graphiquement ’allure de us et N en fonction de la raideur k& du ressort.

Solution
L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Fnoa} + {Fin} :
FA 1 -1 Uy = 0 . Flm =7 -1
1;[—1 1]{UQ:?}“{@x:-%uQ +EAaAT
ug est solution de ’équation :

EA
< + k:> ug = FAa AT

L
d’ou : .
EA
et : i
k—l—T
u, AN
La AT >k

» k -Fao AT
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2.3 Treillis plans a noeuds articulés

2.3.1 Rappels

Soit (i — 7) un élément de treillis plan de section droite
constante. ¢ est le noeud origine et j est le noeud extré-
mité.

Soient L la longueur de I’élément et A aire de la section
droite.

Soient E et « respectivement le module de Young et le
coeflicient de dilatation du matériau.

Exercices de résistance des matériaux

L’élément est soumis & une variation de température égale & AT constante dans I’élément.

(us,vi) et (uj,vj) sont les déplacements nodaux.

Soit 7 de composantes (n,n,) le vecteur unitaire (n2 + ni = 1) porté par I'axe de la poutre :

ng = ; T cosh , ny =Y Z Dosing L2 = (a5 — ) + (5 — ) (2.3.1)
L’allongement unitaire suivant 77 est :
1
=7 (ng (uj — u;) + ny (v; — v;)) (2.3.2)
De la relation de comportement :
N
On = = E (en, —aAT) (2.3.3)
on déduit I'expression de 'effort normal :
EA
N = T(nw (uj —us) +ny (v; —v;)) — EAa AT (2.3.4)
puis la relation :
{fooa} = [k]{u} = {fin} (2.3.5a)
oll
—Ng U;
—n Vs
{fooa} =N Yoo, {up=4" (2.3.5b)
Ny uj
Ty Uj
n2 NgMy —nZ  —ngny —Ny
EA | ngn, n?/ —Ng Ny —n?/ —ny
k)= =2 |y T L (w) = EAear § " (2.3.50)
—NgNy —ng NNy n?/ Ny
La force critique d’Euler est égale a :
T EI
Fruler = —5— (236)

L2

ou I, est le moment quadratique de la section droite par rapport a 'axe Gz (G est le centre de gravité

de la section).
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2.3.2 Exercices

MEF_TRE_1

Le treillis plan & nceuds articulés représenté sur la figure est composé de trois poutres de méme nature
(module de Young FE, limite élastique o) et de méme section droite (aire A).

1 2 3

—p—

3L
v
T4 x
L 2L
R ——

Les noeuds 1, 3 et 4 sont articulés. Le noeud 2 porte une force de composantes (P, —3P,0) avec P > 0.

Calculer les déplacements des noeuds.
Calculer les actions de liaison et vérifier I’équilibre de la structure.
Calculer les efforts normaux dans les poutres.

On donne : L =0.8 m , P = 25000 N , £ =200000 MPa , o = 300 MPa.
Les poutres sont des carrés pleins de c6té c. Déterminer ¢ pour que les critéres de traction,
compression et flambement (critére d’Euler) soient satisfaits.

Ll

Solution

Etude élémentaire et assemblage

Les caractéristiques élémentaires sont :
—élément1-2: L , E , A , ny=1 , ny=0
—élément2-3: 2L , E , A , ng=1 , ny=0
—élément4—-2: 3L , E , A , n,=0 , ny=1

d’ou1 les matrices de rigidité élémentaires :

1 0 -1 0 1 0 -10
by = FA[0 0 0 0 hpy] = EA L0 0 0 0
L |-10 1 of ° 2L |-1 0 1 0
0 0 0 0 00 0 0
0 0 0 0
kol =220 10
7300 0 0 0
0 -1 0 1
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L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Floa} :

M1 0 -1 0 ] ’u1:0 le =7

0 0 0 v1:0 Fly =7

-1 0 3/2 0 —-1/2 0 0 0 ugy =7 Fy, =P
EA|0 0 0 1/3 0 00 —1/3| Ju=2|_|F,=-3P
L -1/2 0 1/2 0 us=0( Fyp =7
0 0 0 0 v3=0 F3, =?

0 0 0 0 ug =0 Fyp =7

L 0 —1/3 0 1/3_ 1)4:0 F4y =7

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaison

Les déplacements inconnus sont les solutions de I’équation K| {Ur} = {Fhod,L} :

TUE e =150)

_2PL __oPL
“3EA 2T 77EA

Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr]{Ur} = {Fyoa,p} :

d’ou :

Uz

-1 0 ] (Fi, (—2P/3

0 0 Fyy 0

EA —1/2 0 u2 | F3$ o —P/3
L | 0 0 {vg}_ Fiy( 0
0 0 Fi, 0

L 0 —1/3] Fuyy ) 3P

L’équilibre de la structure est vérifié :
F1x+F2x+F3x+F4a;:_2P/3+P—P/3+O:O

Fiy+ Foy+ F3y+ Fiy =0—3P+0+3P =0

Calcul des efforts normaux
Les efforts normaux sont :
Ni_o= - (I(ug —u1) +0(va —wv1)) =2P/3 >0 (traction)

EA

Ny_3 = 3T (1(us —u2)+0(vs—wv2)) =—P/3 <0 (compression)
EA .
Ny_g = 3L (0(ug —usa) +1(v2 —v4)) = —3P <0 (compression)

Dimensionnement
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Le dimensionnement en contrainte s’écrit :

3P
Omax — 7 < OE
soit - 3P 3 x 250000
X
A= > ="
<7 s 300
d’olt :
¢ > 50 mm
La condition de stabilité des éléments s’écrit :
P 7’EIL m2EIL,
No_ 3| = — Ny ol =3P
[No—s| 3 <412 [Naa| =3 < 912
soit :
¢t 2TPI?
I=—>"—
12 m2FE

On en déduit :
4 1227 PL? 12 %27 x 250000 x 8002

>
¢ 2E 72 % 200000

d’ou :
¢ > 71.59 mm

MEF_TRE_2

Le treillis plan a nceuds articulés représenté sur la figure est composé de deux poutres de méme section
droite (aire A) et de méme matériau (module de Young F, limite élastique o).

Les nceuds 1 et 3 sont articulés. Le noeud 2 porte une force de composantes (0, —P,0) avec P > 0.

1. Calculer les déplacements des nceuds.
2. Calculer les actions de liaison et vérifier ’équilibre de la structure.
3. Calculer les efforts normaux dans les poutres.
4. Ondonne : L =0.2m , P=10 kN , E = 200000 MPa , o = 300 MPa.
Les poutres sont des carrés pleins de coté c¢. Déterminer ¢ pour que les criteres de traction,
compression et flambement (critéere d’Euler) soient satisfaits.
Solution

Etude élémentaire et assemblage

Les caractéristiques élémentaires sont :
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— élément 1-2: L2 , E , A | nx:nyzl/\/i

—élément2-3: L , E , A , ny=1 , ny,=0
d’ou les matrices de rigidité élémentaires :
1 1 -1 -1 1 0 -1 0
oy o] = EA 1 1 -1 -1 0 ]_EiA 0 0 0 O
T eeL -1 -1 11 e T S ) B
-1 -1 1 1 0 0 0 O
L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Fioq} :
[ 1 1 -1 -1 T (w1 =0) Py, =?
1 1 -1 -1 v =0 Fyy, =7
EA |-1 -1 2v2+1 1 -2v2 0| Jus=?|_ ) Fp=0
22l |-1 —1 1 1 0 0| wu=?(" )Fy=-P
-2v2 0 2v2 0| |uz=0 Py, =?
L 0 0 0 0] (v3=0 F3, =7

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaison
Les déplacements inconnus sont les solutions de I’équation K| {Ur} = {Fhnod,L} :
EA [2\/§+1 1] {uQ} _{ 0 }
22 L 1 1| | v -P
PL

T EA
Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr | {Ur} = {Froa,p} :

d’ou :

U2

PL
SUES —(1+2\[2)ﬂ

-1 —1 Fi,

EA -1 —1 {’U,Q} o Fly
2W2L |-2vV2 0 V2 F3,
0 0 F3,

d’ou :
le:Fly:P ) F3J::_P ) FSyZO

L’équilibre de la structure est vérifié :

Fi,+F,+F3:,=P+0—P=0 , F1y+F2y+F3y:P*P+OZO

Calcul des efforts normaux

Les efforts normaux sont :

Ni_o= I]/E\;li <\2(U2 —uy) + \}5(02 — v1)> = V2P <0 (compression)
EA .
Ny 3= I (1 (ug —uz) —0(vg —wvy)) = —P <0 (compression)
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Dimensionnement

Le dimensionnement en contrainte s’écrit :

V2P

Omax — T <0ofg
soit : f \[
2P 2 x 10000
A= > = X
OE 300
d’ou :
c > 6.87 mm
La condition de stabilité des éléments s’écrit :
m2El m2El
|N12| = V2P < 2L2Z » N3]l = P < = .

On en déduit :

¢ 2V2PL* 2 x /2% 10000 x 200
12° 28 72 x 200000
d’ou :
c>9.11 mm

MEF_TRE_3

Le treillis plan représenté sur la figure est composé de deux poutres articulées entre elles. Les noeuds 1
et 3 sont articulés. Soient E et op respectivement le module de Young et la limite élastique du
matériau. L’aire des sections droites est égale a A.

Le noeud 2 porte une force de composantes (—P, —2P,0) avec P > 0.

1. Calculer les déplacements des noceuds.
2. Calculer les actions de liaison et vérifier ’équilibre de la structure.

3. Calculer les efforts normaux dans les poutres.

Solution
Etude élémentaire et assemblage

Les caractéristiques élémentaires sont :
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—élément 1-3: L , E , A , ng,=1 ny =0
— élément 2-3: LvV2 , E A, ng= 1/\@ , Ny = —1/\@
d’ou les matrices de rigidité élémentaires :
1 0 -1 0 -1 -1 1
ey _g] = EiA 0 0 0 O lhy_s] = EA 1 1 -1
STt 001 0 0 T AL|-1T 1T 1 1
0 0 0 O -1 -1 1
L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Fioq} :
C2v2 0 -2v2 0 uy =0 Fip =7
0 0 0 0 vy =0 Fry =7
EA 1 -1 -1 1 up =0 Py =7
22 L -1 1 1 —1| Jv2=0 Fyy, =7
—2v2 0 -1 1 2v2+4+1 —1| |uz=? F3, = —P
0 0 1 -1 -1 1] Lvg=" F3,=—-3P

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaison

Les déplacements inconnus sont les solutions de I’équation K| {Ur} = {Fhnod,L} :

= AR B R e

d’ou : PL PI
s 4 — 9) =~
us EA ) U3 ( + 6f) EA

Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr | {Ur} = {Froa,p} :

—2\/5 0 le

EA 0 0 {’LLg} o Fly

2v2L | —1 1 v3 Fo,

1 —]. FZy

d’ou :
Fi,=4P |, Fiu,=0 , Fy,=-3P , Fy=3P

L’équilibre de la structure est vérifié :

Fip+Fop+F3,=4P—-P—-3P=0 |, F1y+F2y+F3y:0+3P*3P:0

Calcul des efforts normaux

Les efforts normaux sont :

EA
Ni_3 = T(l (U3 —U1)+0(7J3—’U1)) =—4P<Q0

EA 1 1 i
No_3 = e <2(U3 —uy) — \ﬁ(vg — vg)> =3v2P >0 (traction)

(compression)
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MEF_TRE_4

Le treillis plan représenté sur la figure est composé de trois poutres. La structure est en acier de
module de Young E.

A

L’aire des sections droites est A (poutres 3-1 et 1-2) et 2 A (poutre 3-2).

Le nceud 1 est articulé et le noeud 3 repose sur un appui simple dont la normale est horizontale. Le
nceud 2 porte une force de composantes (P, —2 P,0) avec P > 0.

Calculer les déplacements des noeuds.
Calculer les actions de liaison et vérifier I’équilibre de la structure.

Calculer les tensions dans les poutres.

On donne : P =25000 N, L =0.6 m , £ = 200000 MPa , o = 300 MPa
Les poutres 3-1 et 1-2 sont des ronds pleins de diametre D ; la poutre 3-2 est un rond plein de
diametre v/2 D. Calculer D.

Ll O

Solution

Etude élémentaire et assemblage

Les caractéristiques élémentaires sont :
—éément 1-2: L , E , A, ng=1 , ny=0
—¢éément 3-1: L , E , A, n,=0 , ny=1
— élément 3-2: LvV2 ., E , 24 nx:nyzl/\/i

d’ou1 les matrices de rigidité élémentaires :

1 0 -1 0 0O 0 0 O

[k12] = EA10 000 (k3—1] = EAJ0 10 -
L |-1 0 1 0 ’ L |0 0 0 O

0O 0 0 O 0 -1 0 1
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L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Floa} :
V2 0 -2 0 0 0 7 (u1=0 Fip =7
0 V2 0 0 0 —V2|]|wu=0 By =7
EA |-—v2 0 Vv2+1 1 -1 -1 ug =7 Py, =P
V2L | 0 0 1 1 -1 -1 vy =7 Fp =—-2P
0 0 -1 -1 1 1 uz =0 F3, =7
L0 —v2 -1 -1 1 V241 lvs=? Py, =0 |

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaison

Les déplacements inconnus sont les solutions de I’équation K| {Ur} = {Fhod,L} :

EA V241 1 —1 s P

_— 1 1 —1 vy p =14 —2P

V2L 1 a1 L 0
dot: PL PL PL
w =3y o =GN w= 2y

Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr]{Ur} = {Fyoa,p} :

EA -2 0 0 U Fyy
ﬁ 0 0 —\/§ V2 = Fly
-1 -1 1 V3 Fs,
d’ou :
Fio=-3P , F,=2P | F3y,=2P

L’équilibre de la structure est vérifié :

Fip+ Fop+F3, =—3P+P+2P=0 |, F1y+F2y+F3y:2P—2P—|—O:0

Calcul des efforts normaux

Les efforts normaux sont :

FA
Ni_o = A (I(ug —u1) +0(v2 —v1)) =3P >0 (traction)
FEA .
N3 = A (0(ug —u1p)+1(vg—wv1)) =2P >0 (traction)
2FA 1 1
N3y_9g = —— | —=(ug —u3) + —=(v9 — v:s =-2V2P <0 (compression
3-2 L\/§<\/§(2 3) \@(2 3)) (comp )
Les contraintes normales sont :
_ 3P _ 2P V2P
O1-2 = a1 03-1 = 1 03—2 = )
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Dimensionnement

Le dimensionnement en contrainte s’écrit :

3P
Omax — 7 < O
soit : )
A TD 8P
4 (o8 D]
d’ou :
D2 12 P _ 12 x 25000
TOR m x 300
soit :
D > 17.85 mm

La condition de stabilité de I’élément 3 — 2 s’écrit :

T2 El30

N3 9| =2V2P < ——
|N3—2| V2P < 512

soit :
7(v/2D)* - 42 PL?
64 m2E

I.39 =

On en déduit :

Pt 64V2PL 64 x V2 x 25000 x 6007

mE w3 % 200000
d’o :
D > 19.03 mm

93
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2.4 Poutre soumise a un moment de torsion

2.4.1 Rappels

Considérons 1’élément de poutre droite (i — j), de longueur L et de section droite constante, soumis
a un moment de torsion M (z).

E
J est la constante de torsion de Saint-Venant et G = m est le module d’élasticité transversal.
v
L’élément porte sur toute sa longueur un couple linéairement réparti d’intensité linéique (my,0,0)

avec :
x

MgT) = My <1 T

X x
) Mg 7 = Mai + (Maj = Mai) 7 (2.4.1)

0 et 0,; sont les déplacements nodaux.
My; et My; sont les moments de torsion dans les sections i et j.

L’intégration de I’équation d’équilibre :

dM,
th +m, =0 avec My(0) = Mt; (2.4.2)
conduit a I’expression du moment de torsion :
2
Mt(x) = Mti — My; T — (mzj — mm) ﬁ s (2.4.3)
L’intégration de la relation de comportement :
dby
My =GJ —, avec 0:(0) = 04 (2.4.4)
T
donne la déformée :
1 x? 3
0x(x) = Oy + Vel (Mm-a: — My 5 (Maj — M) 6L> (2.4.5)
Des conditions aux limites :
ML) =My , 0,(L) =0,
on déduit :
{faoa} = [k]{u} = {f} (2.4.6a)
avec : o
—M;(0 — My 9m}
no g = y Ur = 246b
Lroa} { My(L) } { M } tul {%‘ ( )
GJ |1 -1 L [2mg; + my;
_ =7 == 2.4.
=10 ] =g et (2460
Remarque : 1’équilibre de 1’élément s’écrit :
L
— My + My + - (mai +mg;) =0 (2.4.7)

2
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2.4.2 Exercices

MEF_TOR_1

Considérons 'arbre (1,2, 3,4) représenté sur la figure ci-contre. Soit G le module d’élasticité de glisse-
ment du matériau. La rigidité de torsion est égale a GJ entre les nceuds 1 et 2, 3 GJ entre les noeuds 2
et 3 et a 2GJ entre les nceuds 3 et 4.

C 3GJ
1 GJ 2GJ

L 2L L

1 3 4

;‘A
Lt}

La poutre est encastrée en 1 et 4. Elle est sollicitée au nceud 2 par un couple (C,0,0) avec C > 0.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Représentations graphiques : tracer My(z) et 0,(x).

Solution.

Les matrices de rigidité élémentaires sont :

[kl_Q]:% [ _11 —11] : [k2—3]:% {11 _11] , [k3_4]=2§‘]{_11 _11}

L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Fiod} :

1 -1 Op1 =0 My, =?
GJ |-1 1+3/2 -3/2 0= | _ C
L —3/2 3/242 —2| ) bu3=7( 0
-2 2] (0a=0 My, =?

Les déplacements inconnus sont les solutions de 'équation [Kpr]{UL} = {Fhod,L} :
GJ | 5/2 =3/2| [0.2] _ [C
L [-3/2 7/2 [\63] 10
7 CL 3 CL

T13GJ C ® T 13GJ
Les actions de liaisons sont les solutions de [Kpr ] {UL} = {Froa,r} :

T =)

7 6
My = —— My, = ——
w=-75C  Mw=-5C

d’ou :

x2

d’ou :

L’équilibre de la poutre est vérifié :
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Le moment de torsion M;(x) et la rotation des sections droites 6, (z) sont représentés sur la figure

ci-dessous.

A M,

C 7C/13
2 4
1 > X
C
1 —6C/13

MEF_TOR_2

La poutre de longueur 3 L et de section constante représentée sur la figure ci-contre est encastrée
a ses deux extrémités. Soient J la constante de torsion de Saint-Venant et G le module d’élasticité
transversal.

7 m /mL
L L \“‘ (| ~ >
IRV
1 2 3

Elle porte entre les nceuds 1 et 2 un couple de torsion uniformément réparti d’intensité linéique m.
Le nceud 2 est soumis a un couple de torsion d’intensité mL.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Représentations graphiques : tracer M(z) et 0(x).

Solution.

Les matrices élémentaires sont :

[k1_o] = ;’% [11 _11] y o [ke—s] = % [11 _11} , {fice}=mL {1}

L’assemblage conduit a la relation [K|{U} = {FLoa} + {F'} :

GJ 1/2 *1/2 9901:0 Mlx =7 mL
R —1/2 1/2+1 —1[{ 02=? 3= mL 3 +<{mL
-1 1 03 =0 M3, =? 0

Le déplacement inconnu est solution de 'équation I'équation [K1r]{Ur} = {Foa,r} + {FL} :

GJ3
d’ou : )
4 mL
9$2 = 5 m

3 GJ
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Les actions de liaisons sont les solutions de [Kpr| {Ur} = {Froa,p} + {Fpr} :
GJ —1/2 . Ml:v mL
ARSIt

S 4
ML’L‘ = —g mL 5 ng = —g mL

d’ou :

L’équilibre de la poutre est vérifié :
5 4
Mz + Moy + M3z, +2mL = —gmL+mL—§mL+2mL:0

Les efforts élémentaires sont :

Cane =2z L ) e (=5 {5

Le déplacement est maximal pour z = x,, tel que M;(x,,) = My — mxy, =0, d’ou :

— élément 1-2 :

5 25 mL>2 mL?
==L 0 =" =139
tm=g L Oulom) = 12757 GJ

—MtQ _g 1 -1 9352 _miL 4
My [ L |—1 1| 163 3 |4

Le moment de torsion M;(z) et la rotation des sections droites 6, (x) sont représentés sur la figure
ci-dessous.

— élément 2-3 :

M 25 mL2/18Gi/ 4mL*I3GJ
SmL/3 A

3 . X

2
|
1 \‘—mLB » X
M, =mL I 5LI3 . 2 3
. —4mL/3

y
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2.5 Flexion des poutres a plan moyen : modele de Bernoulli

2.5.1 Rappels : flexion dans le plan {zy}
Pour chaque poutre étudiée :
— laxe x est la fibre moyenne de la poutre.

— le plan {z,y} est un plan de symétrie des sections de la poutre.
— laxe z forme avec les axes x et y un triedre direct.

L’élément de poutre (i — j) représenté ci-contre, de longueur L, de moment quadratique I, constant et
de module de Young F est soumis sur toute sa longueur a une force uniformément répartie d’intensité

linéique p,.
ET, est la rigidité de flexion linéique de la poutre.

T, et Mf, sont I'effort tranchant et le moment fléchissant.

v et 0, sont respectivement le déplacement suivant y (fleche) et la rotation autour de I’axe z d’une

section droite.
(Tyi, Mf.i) et (Ty5, Mf.;) sont les efforts nodaux.
(vi,02) et (vj,0,;) sont les déplacements nodaux.

L’intégration des deux équations d’équilibre :

dT,
Ty +py = 0 avec Ty(O) = Tyi
T

et
dMf,

dx

conduit a I'expression de l'effort tranchant et du moment fléchissant :

+T,=0 avec Mf,(0)= Mf,

Ty(x) =Tyi —pyx )
T
Mfz<$) = Mfzz - Tyix +py ?

Remarque : si py <> 0, l'effort tranchant s’annule pour x,,, défini par :

T .
Ty(wm) =0 soit x, =L
Dy

Si0 <z, < L, le moment fléchissant passe par une valeur extrémale :

2

Tyi
Mfz(xm) = Mfzi - 2py

(2.5.1)

(2.5.2)

(2.5.3)
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La contrainte normale dans la poutre est égale a :

Ora(,y) = =1 MF.(a)

—~%  est le module de flexion élastique.
’y|max

La quantité W, , =

La relation de comportement s’écrit :

o,

EI
* dx

= Mf, avec 0,(0)=0,

99

(2.5.4)

(2.5.5)

Au cours de la mise en charge, une section droite reste plane et perpendiculaire & la déformée de la

fibre moyenne (hypothése de Bernoulli) d’ou la relation cinématique :

0, = é avec  v(0) =v;

La déformée et la rotation des sections droites sont données par les formules :

1 22 z3

v(x) =vi+ 6z +

1 z2 z3 z?
Mf.. 2 —T.. =2 hall
EL < Jaig ~Tvi g Py 24)
Des conditions aux limites :
T,(L) =Ty; , Mf.(L)=Mf; , v(L)=v; , 0:(L)=0;
on déduit I'expression des efforts nodaux en fonction des déplacements nodaux :

{fooa} = [k ]{u} - {f}

avec

—Ty(O) —Tyi (3

_ ) MEO) _ J-Mf _ ) b=

{fnod} - Ty(L) - Ty' 9 {U} - Uj

Mf.(L) Mfz; 0z
12 6L —12 6L ] 6 Py L2
hjo BL | 6L 412 —6L 217 (potl]) L py L?/12
L3 |12 6L 12 —6L| 12 ) 6 [ )] p,L/2

2 2

Remarque : I'équilibre de I'élément s’écrit :
—Tyi +Ty; +py L =0

1
—Mf,; + Mfzj + LTyj + §py L?*=0

(2.5.6)

(2.5.7)

(2.5.8)

(2.5.92)

(2.5.9b)

(2.5.9¢)

(2.5.10)
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2.5.2 Exercices

MEF_FLE_1 : flexion dans le plan {z,z}

Soit une poutre droite sollicitée en flexion simple dans le plan {z, z}. Cette poutre porte une force ré-
partie d’intensité linéique (0, 0, p,) et un couple réparti d’intensité linéique (0, m,, 0). Les efforts résul-
tants dans la section droite d’abscisse = sont I'effort tranchant 7%, (z) et le moment fléchissant Mf, (x).

Lx [ —T.(x) ] A [ T.(x+dx)

Mf (x+dx)

X x+dx

1. Ecrire I’équilibre du trongon de poutre compris entre les abscisses x et x + dz.

2. En déduire les équations différentielles que doivent satisfaire T, et Mf,.

Solution

L’équilibre du morceau de poutre compris entre les sections droites d’abscisses x et x + dx s’écrit au
premier ordre pres :

z

dx

dM
dmfy dr —dx T, + mydr =0

-T,+T, + dr+p,dx =0

—Mfy, + Mf, +

Apres simplification, on obtient les deux équations d’équilibre :

dT,
. =0
dx tr
dMf
dxy —T,4+my=0

MEF_FLE_2

La poutre droite représentée sur la figure est en acier de module de Young E et de limite élastique og.
Elle a une section constante de moment quadratique I,.

AY
C
7 / “amN
X
1 2 3
T —

La poutre est encastrée en 1 et repose sur un appui simple en 2 et 3.

La section 3 porte un couple d’intensité (0,0,C') avec C' > 0.
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1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Tracer le diagramme des efforts tranchants et le diagramme des moments fléchissants. Détermi-
ner la position et la valeur du moment fléchissant maximal.

4. Application numérique : o = 300 MPa , C' = 1000 daN.m. La poutre est un rond plein de
diametre D. Calculer D.

Solution
Assemblage

L’assemblage conduit a la relation [K|{U} = {Fiod} :

(12 6L —12 6L 0 0] (=0 ((Fiy =7
6L 41> —6L 2L> 0 0 0,1 =0 My, =7
EI, |-12 —-6L 24 0 —12 6L ve=0| ) Fpy=?
I3 |6L 21> 0 8L*> —6L 2L? O,0=2(" ) My=0
0 0 —12 —6L 12 —6L| |v3=0 Fy =7
| 0 0 6L 2L —6L 4L?] \0.,3=" Ms, =

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaisons

Les déplacements inconnus sont les solutions de I'équation [Krr]{Ur} = {Fhod,r} :

EI [8L* 2L%| 0.5 _ [0
L3 212 4L%| 0.5 |C

d’ou :
_10CL _20L
=2 14F1, ° ' T7EFEIL
Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr]{Ur} = {Fyoa,p} :
6L 0 i,
% 2L2 0 9z2 o Mlz
L3 0 6L 0.3 B F2y
6L —6L P,
dou: 3C 1 12 C 9C
Fiy=-22 ", Mpy,=— Foy=—" | PFy=—2=
ly 7L ) 1z C ) 2y 7 L ) 3y 7L
L’équilibre de la poutre est vérifié :
c /-3 12 9
FPiy+Foy+Fyy=—(—24+2_-2) =0
ty Py Eay L<7+7 7>
1 12 18
Mlz—l-Mgz—i-Mgz—‘rLng—l—QLng:C —?+0—|—1+7—7 =0

Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques

Les efforts élémentaires sont :
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— élément 1-2 :

Ty 6L -3C/L) = Fy,
_Mle _ Eilz 2L2 {9 } _ 1 -C = Mlz
Ty (L3 |-6L| V"~ 7)) 30/L
Msz 4L2 -2C
— élément 2-3 :

~Tyo 6L 6L 9C/L

~Mf.o\ _ EL [4L* 2I7]| (6, 1) 2C

Tys ( L3 |-6L —6L| \0.3f 7 )-9C/L( =F3

Mf.s 202 412 7C

L’effort tranchant T}, () et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

AT, My, C
T 3CI7L 3 o
> X
1 F 2 , 2 > X
2y 1 N/ 3
— -9CI7L —2C17
Dimensionnement

Le moment fléchissant est maximal dans la section 3 :
max(|Mf.(z)|) = C

Le dimensionnement en contrainte s’écrit donc :

7D3 C
We Z = “o0 -
L 32~ ogm
d’ou : .
2 2x1
p3 s 320 _82x100 6076 mm
TOR m x 300
MEF_FLE_3

La poutre droite représentée sur la figure est encastrée en 1 et repose sur un appui simple en 2 et 3.
Soient E le module de Young du matériau et I, le moment quadratique de la section droite.

AY
C C
7 Ak~ e N

X
1 2 3
. L %/ L i

-l
-t |

La poutre porte en 2 et 3 un couple ponctuel de composantes (0,0,C) avec C' > 0.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.

2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.
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3. Tracer le diagramme des efforts tranchants et le diagramme des moments fléchissants.

4. Application numérique : o = 300 MPa , C' = 10000 N.m. Calculer W ..

Solution

Assemblage

L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Fiod} :

ET,

[ 12
6L
—12
6L
0
0

6L
4172
—6L
212
0
0

—12
—6L
24
0
—12
6L

6L

212
0

8 L2

—6L

212

0

0
—12
—6L

12
—6L

0
0
6L
2 L2
—6L

417 ]

;

V1 =

0.1=0
1)2:0
0.0 =7
1)3:0
\023 :?)

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaisons

Fiy =7
Mlz =7
Fyy, =7
My, =C
Fy, =7
M;, = C|

Les déplacements inconnus sont les solutions de I'équation [Krr]{Ur} = {Fhod,L} :

d’ou :

d’ou :

EI [8L* 2L% (0.2 [C
L3 |2L% 4L%| 6,3 | C
0. — 1 0L _ 3 0L
2T WEL P U4EL
Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr| {Ur} = {Froa,r} :
6L 0 Fiy
EI. |2L* 0 0.2\ ) M
L3 0 6L 0.5 ) Foy
6L —6L Py,
3C 9C
- T M z — ’ Foy =2 —
7 L ) 1 C 2y 7 L

L’équilibre de la poutre est vérifié :

F1y+F2y+F3y:

C

.
L \7

T 7

)

My, + My, + Ms, + LFQy + 2LF3y =C (

9

1 24
7+1+1+—):0

Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques

Les efforts élémentaires sont :

— élément 1-2

yl
*Mle

Tyo

Mfz2

ET,

=73

6L
22

412

o p| 102} =

3C/7L
C/7
—3C/7L
207

7

7

= Mlz

63
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— élément 2-3 :

~Ty 6L 6L 12C/7L

~Mf.o |\ EL [4L% 2L%| [0 _ 5C/7

Tys T I3 |-6L —6L {923}_ —12C/TL( = F3,
Mf.3 202 417 C

L’effort tranchant T} (z) et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

AT, C
1 2 3 . TMfz

L2 .

—3CI7L
[
IF2y 12C17L e JMZZ ZV :
B -5C17

Dimensionnement

Le moment fléchissant est maximal dans la section 3 :
max(|Mf,(z)]) = C

Le dimensionnement en contrainte s’écrit donc :

C 10000 x 10?

3 3
f— ~ 4

Wel.z >

MEF_FLE_4 : déplacement imposé

La poutre droite représentée sur la figure est encastrée en 1. Soient E le module de Young du matériau
et I, le moment quadratique de la section droite.

AY

7 2

Le nceud 2 subit un déplacement vertical égal a vo = —d avec d > 0.
Calculer la pente en 2 et les actions de liaison.
Solution

L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Fioa} :

12 6L —12 6L vy =0 Py =?
EI. |6L 4L*> —6L 2L*| ) 0,=0\ _ ) My, =?
L3 |-12 —6L 12 —6L| Jva=—d( | Fyy=?

6L 2L% —6L 4L2 0,9 =7 My, =0
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La rotation 6,5 est solution de ’équation K| {Ur} = —[Krp]{Up} :

T lon {0 - )

d’ou :
__3d
z2 — 2T,

Les actions de liaison sont données par [Kpr|{Ur} + [Kpp|{Up} = {Fhod.P} :

0

-12 6L )
EI - v
73 | 6L 217 {9 d} = My,
12 —6L] V' F,
d’otur :
Eld Eld
Fiy=—-Fy, =3 Lg : MlZ:3L—§

MEF_FLE_5 : déplacement imposé

La poutre droite représentée sur la figure ci-dessous est en acier de module de Young E et de limite
élastique og. Soit I, le moment quadratique de la section droite.

AY

7 3

La poutre est encastrée en 1 et repose sur un appui simple en 2. Le nceud 3 subit un déplacement
vertical : v3 = —d avec d > 0.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Tracer les diagrammes de 'effort tranchant et du moment fléchissant. Déterminer la position et
la valeur du moment fléchissant maximal.

4. Quelle inégalité doit satisfaire la grandeur v = |y|max (intervenant dans le module de flexion
Wel.z)-

5. Application numérique :
E = 200000 MPa , o =300 MPa , L=90cm ,d = 6 mm
Calculer v.

Solution

Assemblage
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L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Floa} :

(12 6L —12 6L 0 071 (=0 ((Fyy =?

6L 4L> —6L 2L> 0 0 0,1 =0 M, =?

EI, |-12 —6L 24 0 —-12 6L vo=0 | ) By =?
3 |6L 21> 0 8L* —6L 2L? O.0=2" (" YMy=0
0 0 —-12 —6L 12 —6L| |vg=—d Py, =7

| 0 0 6L 2L —6L 4L*] | 0.5=" | Ms, =0

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaisons

Les déplacements inconnus sont les solutions de ’équation K| {UL} = —[Krp]{Up} :
2 2 022
EL [s1? —6L 212 [ _ fo
I3 |2L? —6L 4L? 10
07;3
d’onr :
o B4, 9d
22 — 7L ) 23 — 7L
Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr]{Ur} + [Kpp]{Up} = {Fhod,P} :
6L 0 0 m,
2 62’2
BL |202 0 o | )72 _ [
7o -2 6L [, 0T By
6L 12 —6L] V7 F3,
d’on1 :
18 El.d 6 Fl.d 30 Fl.d 12 El.d
Py=—7" o Me=—g o PwEam o Bw =y

L’équilibre de la poutre est vérifié :

El.d 18 30 12
f%+5“”@:1ﬁ<‘7+7‘7>:0
Eld 6 30 24
M1Z+M2z+M3Z+LF2y+2LF3y: L; <—7+0+0+7—7>—0
Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques
Les efforts élémentaires sont :
— élément 1-2 :
—dy1 6L —18 = Fiy
_Mle _ EIZ 2L2 {9 } _ E.[zd —6L = Mlz
Ty (L3 |-6L| V'~ 703 ) 18
Mfz 417 ~12L
— élément 2-3 :
—dy2 6L —-12 6L 9 12
~Mfe | _ EL [42> —6L 27| )7 ( FBLd 121
Ty3 I3 |-6L 12 —6L T 7L ) -12( =F,

Mf.3 212 —6L 4L? 0
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L’effort tranchant T}, (z) et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

Ao sErann W
: 6EI.dITL

2 3
2 TFZJ/ 3 \ | » X
| s
U nEranr \%
12E1.dI7L

Dimensionnement

Le moment fléchissant maximal est :

12 El1.d
max(| M (@) = = —75
Le dimensionnement en contrainte s’écrit donc :
I, 12 El.d
War=—> —
el.z v 7 12 o
d’ou : ) )
7Lcg 7 x 900~ x 300
— 118.1
VST12Ed  12x200000x6 * U° o
MEF_FLE_6

La poutre droite représentée sur la figure est en acier de module de Young F et de limite élastique og.
Soit I, le moment quadratique de la section droite.

AY -
7 v VL y v
X
1 2 3
L 7 L 7

La poutre est encastrée en 1 et repose sur un appui simple en 2 et 3. Elle porte entre les noeuds 1 et 2
une force uniformément répartie. Soit (0, —p,0) avec p > 0 la force par unité de longueur.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Tracer les diagrammes de 'effort tranchant et du moment fléchissant. Déterminer la position et
la valeur du moment fléchissant maximal.

4. Application numérique : op = 300 MPa , L = 1.7 m , p = 2000 daN/m. La poutre est un rond
plein de diametre D. Valeur de D ?

Solution

Assemblage
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L’assemblage conduit a la relation [K|{U} = {Fioa} + {F} :

(12 6L —12 6L 0 0] (vi=0 ((Fyy, =7 ( —pL/2
6L 4L> —-6L 2L> 0 0 0.1=0 My, =? —pL?/12
EI, [-12 —6L 24 0 —12 6L =0\ ) Fy=" —pL/2
I3 |6L 212 0 8L —6L 2L2| \6w=7( \My=0( ") pL2/12
0 0 —12 —6L 12 —6L| |v3=0 Py, =? 0
| 0 0 6L 2L —6L 4L*] \0.3=" Ms, =0 . 0

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaisons

Les déplacements inconnus sont les solutions de 'équation [Kr|{Ur} = {FL} :
EIL [8L* 2L%] [6.5] _ pL* f1
I3 |2L% 4L*| \0.3) 12 |0

1 pL3 _ 1 pL?
YN ) P 168 EI,

Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr]{Ur} = {Fuoa,p} + {Fpr} :

d’ou :

22

6L 0 Fyy —pL/2
EL 202 0 | 0] _ JM| [ -pl®/12
L3 0 6L 0.5 ) Foy —pL/2
—-6L —6L Fy, 0
d’ou :
4 3 13 1
P, = - pL My, = — pL? Fy, = —pL Fy, = ——pL
ly 7p ) 1z 28p ) 2y 28p ) 3y 28p
L’équilibre de la poutre est vérifié :
4 13 1
F F Fyy—pL=pL|-4+——-———-1]|=
1y+ 2y+ 3y D p <7+28 28 >
pL? 5 (3 13 2 1
M M. M LF. 2LF3, ——=pL*( =4+0+0+ ————=1]=0
1z + 2 + 32 + 2y + 3y 2 p <28 +0+0+ 28 28 2
Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques
Les efforts élémentaires sont :
— élément 1-2 :
T 6L —6 16pL) = Fiy
~Mfa\ _EIL |2L? (0.0} — pL | -L| _ 1 J3pL*| =My,
Tp [ L3 |-6L| V" " 12 ) —6( 28 )12pL
Mf.o 412 L —pL?

L’effort tranchant s’annule pour z,, = 4 L/7 d’ot Mf,(z.,) = 11pL?/196 ~ 0.056 pL? .
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— élément 2-3 :

—Tyo 6L 6L pL
~Mfo | _ EL |4L* 2L?| [0, 1 | pL?
Tys [ L3 |—-6L —6L| \0.3) 28 \—pL( = F3,

Mf.3 2L% 4L7 0

L’effort tranchant T} (x) et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

My,

z

T 3pLIT 11 pL21196
1 /2 My 3

\ » X
V —pLI28

—4 pLl7

Dimensionnement

Le moment fléchissant maximal est :
max(|Mf,(z)|) = 3pL?/28

Le dimensionnement en contrainte s’écrit donc :

xD?  3pL?
Waz = 55> 5808
d'om : ) )
24pL2 24 x 20 x 1700
D3 _ D > 59.47
Z Tros Txrx300 ' °° i
MEF_FLE._7

La poutre droite représentée sur la figure ci-contre est en acier de module de Young E et de limite
élastique og. Soit I, le moment quadratique de la section droite.

‘\ y _p

e
7 vV VvV Vv VY VvV ¥ y v

A -~
I~
\
A
[\S)
I~
\
w

La poutre est encastrée en 1 et repose en 2 sur un appui simple. Elle porte sur toute sa longueur une
force uniformément répartie. Soit (0, —p,0) avec p > 0 la force par unité de longueur.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Tracer les diagrammes de leffort tranchant et du moment fléchissant. Déterminer la position et
la valeur du moment fléchissant maximal.
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4. Application numérique : oy = 300 MPa , L = 0.8 m , p = 2000 daN/m . La poutre est un rond
plein de diametre D. Valeur de D 7

Solution
Assemblage

L’assemblage conduit & la relation [K|{U} = {Fyoa} + {F'} :

(12 6L —12 6L 0 0 v =0 Py =? —pL/2
6L 41> —-6L 2L> 0 0 6., =0 My, =? —pL?/12
EI, |-12 —6L 24 0 —12 6L vu=0| ) By, =? —pL
I3 | 6L 212 0 8I2 —6L 202|\0m=2( YMy—=0(" 0
0 0 —12 —6L 12 —6L| | v3=? Fy, =0 —pL/2
| 0 0 6L 2L —6L 4L%] | 0.5=" Ms, =0 pL?/12

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaisons

Les déplacements inconnus sont les solutions de 'équation [Kpr]{UL} = {FL} :

8L? —6L 2L%] (6.2 0
EIL
75 | 6L 12 —6L|qws o =1{-pL/2
2L —6L 4L |6 pL?/12
d’ou :
5 pL? 11 pL* 13 pL3
= —— Vq —= ——— = ——
2T TREIL P 48EL ' P A8 EL
Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr|{Ur} = {Fnoa,r} + {Fp} :
EI 6L 0 0 922 Fly —pL/2
L; 202 0 0 vy p =13 My, p + ¢ —pL?/12
0 —12 6L| 0.3 F, —pL
d’ou : . . .
2
Fly:_gpL ) Mlz:_épL > F2y:§pL

L’équilibre de la poutre est vérifié :
1 17
F1y+F2y+F3y—2pL:pL —§+§+0—2 =0

1 17
My, + Ms, + Ms, + LFy, + 2 LF3, — 2pL? = pL? <—8+0+0+8—2) =0

Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques
Les efforts élémentaires sont :

— élément 1-2 :

4Lyl 6L —6 —pL/S = Fly
~Mfa | _ EL |2L? (0.} pL J-L| _ J-pL?*/8| =M.
T [ L3 |-6L| V" 12 Y-6( ) 9pL/8

Mf.o 417 L —pL?/2
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— élément 2-3 :

~Tye 6L 12 6L] ., —6 pL
~Mfno| EL |4L> —6L 2I7 #2 pL | —L| ) pL?/2
T (~ IF |[-6L 12 —6L|),°( 12)-6( ) 0
Mf.s 212 —6L 4L2 = L 0

L’effort tranchant T}, (z) et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

T,

y

pL/8

Dimensionnement

Le moment fléchissant maximal est :

max(|Mf. (x)|) = pL?/2

Le dimensionnement en contrainte s’écrit donc :

D3  pL?

We,=—>—

el.z 32 > 9 o
d’ou : ) )
32pL 32 x 20 x 800

D3 = D > 60.12
- 2T0R 2 x m x 300 ’ = i
MEF_FLE_8

La poutre droite représentée sur la figure est en acier de module de Young F et de limite élastique og.
Elle a une section constante de moment quadratique I,. La poutre est encastrée en 1 et repose sur un
appui simple en 2 et 3. Elle porte sur toute sa longueur une force uniformément répartie d’intensité
linéique (0, —p,0) avec p > 0.

AY -p

7
7 vV VvV VvV VvV Vv ¥ Yy v

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Tracer les diagrammes de 'effort tranchant et du moment fléchissant. Déterminer la position et
la valeur du moment fléchissant maximal.

4. Application numérique : o = 300 MPa , L = 0.6 m , p = 1500 daN/m. Calculer le module de
flexion élastique Wy ..
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Solution
Assemblage

L’assemblage conduit a la relation [K|{U} = {Fyoa} + {F'} :

(12 6L —12 6L 0 07 (vi=0 Fyy, =7 —pL/2
6L 4L —-6L 2L*> 0 0 0,1 =0 M, =7 —pL?/12
EI. |-12 —6L 24 0 12 6L =0\ ) Fy=? —pL
3 |60 202 0 8L2 —6L 2L2|)6m=7( YMs=0( ") 0
0 0 —-12 —-6L 12 —6L| |v3=0 Fy, =? —pL/2
| 0 0 6L 2L —6L 4L%] |0.3=" Ms, =0 [ pL?/12

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaisons

Les déplacements inconnus sont les solutions de 'équation [Krr|{Ur} = {FL} :

EI, [8L% 2L*] [6.5) _ pL* [0
L3 207 4L% 6.3 12 |1

d’ou :
1 pL? 1 pL3
022 = T T45 ) 23 = 75
168 E1, 42 EI,
Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr]{Ur} = {Fyoa,p} + {Fpr} :
6L 0 Fyy —pL/2
EI. [2L? 0 02| _ J M —pl?/12
L3 | 0 6L | \03) | Fy —pL
—-6L —-6L F3y —pL/2
dot 13 1 8 11
P, = —pL My, = — pL? Fy, = - pL Fy, = —pL
1y 28p ) 1z 14]9 ) 2y 7]9 s 3y 28p
L’équilibre de la poutre est vérifié :
13 8 11
F F F,—2pL=pL| —4+—-+—-2]|=0
1y+ 2y+ 3y b p <28+7+28 )
1 8 22
Mlz“ngz—f—Mgz—i-Lng-i-zLng—2pL2 ZpL2 <14+O+0+7+28—2> =0
Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques
Les efforts élémentaires sont :
— élément 1-2 :
~-Tn 6L -6 13pL = Iy
—Mfa | _ EL |2L? (0 }_g —L| _ 1 J2pL? | =M
T ( L3 |-6L| Y 12 )-6( 28 ) 15pL
Mfz2 4L2 L —3pL2

L’effort tranchant s’annule pour z,, = 13 L/28 d’ott Mf,(x,,) = 57 pL?/1568 ~ 0.036 pL> .
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— élément 1-2 :

~Ty2 6L 6L —6 17pL
—Mfo | _ EL |4L* 217| [0\ pLJ-L( _ 1 J3pL?
Ty L3 |=6L —6L| |03 12 |6 28 |11pL [ = F3,

Mf.3 2L% 417 L 0
L’effort tranchant s’annule pour z,, = 17 L/28 d’ott Mf,(z,,) = 121 pL?/1568 ~ 0.077 pL? .
L’effort tranchant T}, (z) et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

T

y 15pL/28 11 pL/28
‘./‘ TFzy
W \ » X
—13 pL/28 M —17 pL128

0.077 pL’

/T\ L
13L1/28 | ‘ L
451128 2L
~pL*N4 \V
—3 pL*/28

Dimensionnement

Le moment fléchissant maximal est :
max(|Mf,(x)|) = 3pL2/28

Le dimensionnement en contrainte s’écrit donc :

3 pL? 3% 15 x 6007

e = = 1929 mm® = 1.93 cm®
28 op 28 % 300 i o

Wel‘z >

MEF_FLE_9 : appui élastique

La poutre droite représentée sur la figure est encastrée en 1 et repose sur un appui élastique de
raideur k£ en 2. Soient E le module de Young du matériau et I, le moment quadratique de la section
droite.

La poutre porte sur toute sa longueur une force répartie d’intensité linéique —p avec p > 0.

1. Calculer les déplacements inconnus et les actions de liaison.
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2. La poutre est un carré plein de coté ¢. On donne :
L =800 mm , ¢c =50 mm , £ = 210000 MPa , p =10 N/mm , k£ = 20000 N/mm

Solution

L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Fyoa} + {F'} :

12 6L —12 6L vy =0 Py =? —6
EI. |6L 4L*> —6L 2L*| J0,=0( ) My, =2 pL | —L
I3 |-12 6L 12 —6L| ) w=?( \Fy= ko[ 12 )-6

6L 2L? —6L 4L*]| |0,0=" M, =0 L

Les déplacements inconnus sont les solutions de 1’équation :

(S5 6 D)

d’ou :
pLA 1 pLl? 1—-C/24 kL3
Vo —= — _— = — =
*T 8EL1+C/3 ° *T 6EIz 1+C/3 EI,
Remarque : la rotation de la section 2 est nulle pour C' = 24 soit :
EI,
k=24 73
Les actions de liaisons sont :
1+5C/24 pL? 1+ C/12 pL C
P, =pL—F— My,=— " "—""— Foy = —kvy = —
W= PR 03 LT 103 0 T T T 103
La figure suivante représente la variation de v, 0.2 et Fy, en fonction de k.
V2 A& AF

k

3

24EI /L’
—pL*I8EI
—pL*16 EI - k

Application numérique :

vy =—1.45310"  mm , 6., = 7.027 10~* rad

MEF_FLE_10

La poutre droite représentée sur la figure est encastrée en 1 et 3. Elle est en acier de module de
Young E et de limite élastique og. Soit I, le moment quadratique de la section droite.

AY -p
Z v v y
/ L} X
1 2 3
- L -t L > %
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La poutre porte entre les nceuds 2 et 3 une force uniformément répartie. Soit (0, —p, 0) avec p > 0 la
force par unité de longueur.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Tracer les diagrammes de leffort tranchant et du moment fléchissant. Déterminer la position et
la valeur du moment fléchissant maximal.

4. Application numérique :
op =300 MPa , L =30 cm , p = 2500 daN/m
La poutre est un rond plein de diametre D. Calculer D.
Solution

Assemblage

L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Froa} + {F} :

[ 12 6L -12 6L 0 0] (vi=0 ( Fyy =7 0
6L 4L —6L 2L* 0 0 6.1 =0 My, =7 0
El, |-12 —-6L 24 0 —12 6L vg =7 Fy, =0 —pL/2
I3 |6L 2L 0 8L*> —6L 2L? 0,0 =? My, =0 —pL?/12
0 0 -12 —-6L 12 —6L v3 =0 F3y =7 —pL/2
L 0 0 6L 2L> —6L 4L*] |6.3=0 | M3, =? pL?/12 )
Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaisons
Les déplacements inconnus sont les solutions de 'équation [Kr]{Ur} = {FL} :
EI (24 0 ve | [ —pL/2
L3 |0 8L?| 0.2 | —pL?/12
d’ou :
1 pL* 1 pL3
Vg = —— =——
T M8 EL P 96 EL
Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr]|{Ur} = {Fyoar} + {Fpr} :
~12 6L Fi, 0
EI |-6L 2L%| (v )M n 0
L3 —-12 —6L 922 - ng —pL/2
6L 2L? Ms, pL?/12
don - 3 5 13 11
Py, =—pL M, = — pIL? Fy, = — pL Ms, = —— pL?
ly 16 b ) 1z 48 p ) 3y 16 b ) 3z 48 b
L’équilibre de la poutre est vérifié :
Py + Foy + F3, — pL = pL i—i—O—&-E—l =0
ly 2y 3y —pL=Pp 16 16 =
11 26 3

3 5
M1z+M2z+M3z+LF2y+2LF3y—§pL2:pL2 <48+0—48+0+16—2
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Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques
Les efforts élémentaires sont :

— élément 1-2 :

T —12 6L 3pL/16 = Fy,
_Mle _ EI. |-6L 2L v2 | 5pL2/48 = M,
Ty I3 12 —6L| |6.2) )—-3pL/16
Mf.o —6L 4L? pL?/12
— élément 2-3 :
—1y2 12 6L —6 3pL/16
~Mfo\ _EL |6L 4L*| fw| pL|-L| _ | —-pL?*/12
Ty3 L3 [—-12 —6L| |0 12)-6( 13pL/16 = F3,
Mf.3 6L 2L? L —11pL?/48) = M3,

L’effort tranchant s’annule pour z,, = 3 L/16 d’ott Mf,(x,,) = 155pL?/1536 ~ 0.101 pL? .

L’effort tranchant T}, () et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

13 pL/16
’ /\ )
AV
1 2 »w X

e 3 > X
-3 pL/16 ~ 2
SpL/48 19L/16
—11 pL*/48
Dimensionnement
Le moment fléchissant maximal est :
max(|Mf,(z)|) = 11 pL?/48
Le dimensionnement en contrainte s’écrit donc :
xD3  11pL?
We, = —
2= 357 R
d’ou :
22pL? 22 x 25 x 3002
D3 > = ., D>2597
3rop 3 x7x300 -
MEF_FLE_11

La poutre droite représentée sur la figure est encastrée en 1 et 3. Elle est en acier de module de
Young E et de limite élastique og. Soit I, le moment quadratique de la section droite.
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AY 3p
P
7 v vV vV v v v v
s> X
1 2 k) 77
- L > L »

La poutre porte entre les nceuds 1 et 2 une force uniformément répartie d’intensité (0, —3 p, 0) et entre
les noeuds 2 et 3 une force uniformément répartie d’intensité (0, —p,0) avec p > 0.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Tracer les diagrammes de leffort tranchant et du moment fléchissant. Déterminer la position et
la valeur du moment fléchissant maximal.

4. Application numérique : op = 230 MPa , L = 1.2 m , p = 3000 daN/m. Calculer le module de
résistance a la flexion Wy ,.

Solution
Assemblage

L’assemblage conduit a la relation [K|{U} = {Fnoa} +{F} :

[ 12 6L —-12 6L 0 071 (vi=0) Fry =7 —3pL/2
6L 4L> —-6L 2L*> 0 0 0.1=0 My, =? —pL?/4
EI |-12 6L 24 0 —12 6L | ) w="|_|F,=0 ~2pL
L3 |6L 2L 0 8L> —6L 2L%| )0.=?( |M2=0 pL?/6
0 0 -12 —-6L 12 —6L v3 =0 F3y =7 —pL/2
| 0 0 6L 2L —6L 4L?] #.3=0 | M3, =7 | [ pL?/12
Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaisons
Les déplacements inconnus sont les solutions de 1'équation [Kpr]{Ur} = {FL} :
EI 124 0 va | [—2pL
I3 |0 8L?| 6.  \pL%*/6
d’ott :
1 pL* 1 pL?
Vo — ——— = —
" 12EL, P W EL
Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr]{Ur} = {Froa,p} + {FpP} :
—-12 6L Fyy —3pL/2
EI, |-6L 2L? vy | ) My, n —pL? /4
L3 —-12 —-6L 922 o F3y —pL/2
6L 2L Ms, pL?/12
dou: 21 19 11 13
Fry==—pL My, = — pL? Fsy = —pL Ms, = —— pL?
ly ] p ) 1z 24 p ) 3y S p ’ 3z 24 p
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L’équilibre de la poutre est vérifié :

21 11
F1y+F2y+F3y—4pL:pL<8+0+8—4> :0

3 3 19 13 22
M12+M22+J\/I3Z+LF2y+2L1«}>,y—§pL2—§pL2:pL2 (24+0—24+0+8—3> =0

Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques
Les efforts élémentaires sont :

— élément 1-2 :

~Ty -12 6L —6 21pL/8 ) = Fy
—Mfa| _EL |-6L 2L*| [ pL | —L\  )19pL?/24| = M,
Tp ( L3 | 12 —6L {ezg}_zx —6( | 3pL/8
Mf.o —6L 4L? L pL?/3

L’effort tranchant s’annule pour z,, = 7 L/8 d’ou Mf,(z,,) = 137pL?/384 ~ 0.357 pL? .
— élément 2-3 :

—Ty 12 6L —6 —~3pL/8
~Mfo\ EL |6L 4L?| (v »L)-L| | -pL%/3

Tys [ L3 |-12 —6L {ezz} 12 )-6( ) 11pL/8 [ =Py,
Mf.3 6L 2L L ~13pL?/24) = M3,

L’effort tranchant Ty (z) et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

My,
T
v 11 pL/8 0.357 pL*
T 3pLI8 P P pL?)3

1 » X /ﬁ\ 3 » X

2 3 1 | 2

/ 7LI8
—21pLI8 —19 pL*/24 —13 pL*/24

Dimensionnement

Le moment fléchissant maximal est :
max(|Mf,(z)|) = 19 pL?/24

Le dimensionnement en contrainte s’écrit donc :

19pL? 19 x 30 x 12002

io T 91x 930 . Wa, > 148696 mm® = 148.7 cm?®
OF

Wel.z >

MEF_FLE_12

La poutre droite représentée sur la figure est en acier de module de Young E et de limite élastique og.
Soit I, le moment quadratique de la section droite. La poutre est encastrée en 1 et repose sur un
appui simple en 2 et 3.
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La poutre porte sur le trongon 2 — 3 une force uniformément répartie. Soit (0, —p,0) avec p > 0 la
force par unité de longueur.

1. Calculer les déplacements nodaux et les actions de liaison.
2. Pour chaque élément, calculer les efforts nodaux.

3. Tracer les diagrammes de leffort tranchant et du moment fléchissant. Déterminer la position et
la valeur du moment fléchissant maximal.

4. Application numérique :
op =300 MPa , L =100 cm , p = 1500 daN/m
La poutre a une section carrée de coté c. Calculer c.
Solution

Assemblage

L’assemblage conduit a la relation [K]{U} = {Fnoa} +{F} :

(12 6L —12 6L 0 01 (vi=0 Fiy =7 0
6L 4L?> —-6L 2L?> 0 0 0.1 =0 My, =? 0
EI. |-12 —6L 24 0 —12 6L vy =0 | ) Fy, =? —pL/2
3 |60 212 0 8L2 6L 2L2|)6.=2( My =0("\-pr2/12
0 0 —-12 —-6L 12 —6L| |v3=0 Py, =7 —pL/2
| 0 0 6L 2L —6L 4L?] \0.3=" Ms, =0 pL?/12

Calcul des déplacements inconnus et des actions de liaisons

Les déplacements inconnus sont les solutions de 1'équation [Kr]{Ur} = {FL} :
EI [8L* 2L*| {05 _ pL [—L
I3 [2L7 4L%| \6:3f 12 | L

1 pL3 ) pL3
56 EI, - 168 B,
Les actions de liaison sont les solutions de [Kpr]|{Ur} = {Fyoar} + {Fpr} :

d’ou :

9z2 = 23

6L 0 Fy 0
EI. [2L? 0O 021 _ ) M| 0
L3 | 0 6L | |0:3) ) By —pL/2

6L —6L Fs, —pL/2
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dot 3 1 19 3
Fiy=——pL M, = —— pL? Fyy = — pL Fy, = —pL
ly 28 p ) 1z 28 p ) 2y 28 p ) 3y 7 p
L’équilibre de la poutre est vérifié :
3 19 3
F F Fsy—pL=pL|——+4+—=—4+--1)=0
1y+ 2y+ 3y — D p ( 28+28+7 )
M, + My, + Ms, + LFy, + 2 LF. _ 32 = pr2 _i+0+0+B+§_§ =0
1z 2z 3z 2y 3y 9 b =D 28 28 7 2 -
Calcul des efforts élémentaires et représentations graphiques
Les efforts élémentaires sont :
— élément 1-2 :
Ty ) 6L ~3pL/28) = Fy,
—Mfa |\ _ EL |2L? (0.0} = —pL?/28 | = My,
T [ I3 |-6L| V" 7Y 3pL/28
Msz ) 412 —pL2/14
— élément 2-3 :
—Tyo (6L 6L —6 4pL/7
—Mfo | _ EL |4L* 2L*| [0, »LJ-L| _ )pL?/14
Ty3 I3 |-6L —6L| |6.3 12 )6 )3pL/7T( =F3
Mf.3 | 2 L? 417 L 0

Leffort tranchant s’annule pour x,, = 4 L/7 d’ott Mf,(z,,) = 9pL?/98.

L’effort tranchant Tj(z) et le moment fléchissant Mf,(x) sont représentés sur la figure ci-dessous.

AT, Mf. 9 pL*/98
3pLI7 pL*128
3 pL/28
2 2
> X . X
| I I »>
LR, / 3 1 4L17 3
-  —4pLl7
P —pL’/14
Dimensionnement
Le moment fléchissant maximal est :
max(|Mf.(x)|) = 9pL?/98
Le dimensionnement en contrainte s’écrit donc :
3 9pL?
We,=— >
=76 7 980p
d’ou : ) )
3 27TpL® 27 x 15 x 1000 > 3020 mm

)

90p 49 x 300
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MEF_FLE_13 : appui élastique

La poutre droite représentée sur la figure, de module de Young E et de moment quadratique I,, repose
sur un appui élastique de raideur k en 1 et 2.

Elle porte sur toute sa longueur une force répartie d’intensité linéique —p avec p > 0.

1. Calculer les déplacements nodaux.

2. Application numérique.

L=1m,E=200000 MPa , k=2 10° N/m , p = 15000 N/m
La poutre est un carré plein de c6té ¢ = 50 mm.

Calculer v1, vo, 01, et 09,.

Solution

L’assemblage conduit & la relation [K|{U} = {Fuoa} + {F} :

12 6L —12 6L V1 Fly = —kvl —6
EI. |6L 4L*> —6L 2L*| )J0a| ) My.=0 pL | —L
3 |12 6L 12 —6L| Yo YFy=—ku( 12 -6
6L 21> —6L 4L?| |0. My, =0 L

La symétrie du systeme implique :
v =v2 , 0n=—0

d’ou les déplacements :

pL 15000 x 1

— -3
Tk = 9% 2 100 =-37510"" m

V1 = Vg =

1 pL3 15 x 10003 3
O = 0= —— 0 — = —6 1073 rad
AT VR T ToLBL T 14 % 200000 x (501/12) e







Chapitre 3

Méthodes énergétiques : poutres

3.1 Rappels

3.1.1 Expression de I’énergie de déformation en fonction des forces appliquées :
formule de Clapeyron

Soit un solide soumis au systeme de charges {F'}. {U} est le vecteur déplacement associé a {F'}. Si le
comportement du matériau est élastique et linéaire, I’énergie de déformation du solide est :

Faur = 5 {FYT{U)

1 1 (3.1.1)
= AFYTIC1{F} = 5 {U)T (K] (U}
[C] est la matrice de souplesse ou matrice de flexibilité.
[K] est la matrice de rigidité.
et :
{F}y=IK1{U} , {U}=[CH{F} , [K]=IC]" (3.1.2)

Remarque : 'énergie de déformation s’exprime en joule (1 J=1N.m =1 kg.mQ.s_Q).

3.1.2 Théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti
Si un solide est soumis & deux systémes de forces { F'} et { F'}, le travail de { F'} quand on applique {F'}
est égal au travail de {F’} quand on applique {F'}.

On en déduit :
=", (K] =[K]" (3.1.3)

La matrice de flexibilité et la matrice de rigidité sont symétriques.

3.1.3 Théoréme de Castigliano

L’énergie de déformation Egef étant exprimée en fonction des forces appliquées { F'}, le déplacement Uj;
de la composante F; est égal a la dérivée de Eqor par rapport a Fj :

_ aE‘def
- OF;

U; (3.1.4)
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3.1.4 Théoréme de Ménabréa

Soit un systéme hyperstatique. Si r est le nombre de réactions d’appui et p le nombre d’équations
fournies par la statique, le degré d’hyperstaticité est égal au nombre n = r — p de réactions surabon-
dantes (inconnues hyperstatiques).

Les valeurs que prennent les inconnues hyperstatiques R;—1 _, rendent stationnaire ’énergie de dé-

formation :
OBder _

OR;

0 i=1,...,n (3.1.5)

3.1.5 Energie de déformation d’une poutre

L’énergie de déformation emmagasinée dans un troncon de poutre de longueur dx est égale a :

2
AE qef =254 dx (effort normal)
Mf? T,
+ 2;;2 dx + QGJZilky dx (flexion dans le plan {z,y})
; (3.1.6)
My d I d flexion dans le pl
+2EIy x+2GAI<:z x (flexion dans le plan {z, z})
M2
+ 5 Gt 7 dx (torsion)
avec : 5
= ériau i 1.
G 51+ (matériau isotrope) (3.1.7)
ou :

FE et v sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson du matériau.
A est Daire de la section.

J est la constante de torsion de Saint-Venant.

I, et I sont les moments quadratiques centraux principaux de la section.

ky et k. sont les coefficients de cisaillement.

N est 'effort normal.

Mf, et Mf, sont les moments fléchissants.
T, et T, sont les efforts tranchants.

Mt est le moment de torsion.

3.1.6 Formules mathématiques utiles

— Identité remarquable :

(a+b2=a>+b*+2ab (3.1.8)
— Si w est une fonction de x :
(W) =nu" (3.1.9)
sin’(u) = cos(u) v’ , cos'(u) = —sin(u) v’ (3.1.10)
On en déduit : .

L o n+1 n+1
/ (L—2)" dp = |- L=%) _ L (3.1.11)

0 n -+ ]. 0 n—+ 1
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— Relations trigonométriques :

1 20 1-— 20 in26
cos’f = Lhcos2l , sin?0 = b , cosf sinf = S (3.1.12)
2 2 2
— L’inverse d’une matrice carrée [M] de dimension 2 :
My Mo
M) = 3.1.13a
= [y (3.1.130)
est :

Mt = . det[M] = My May — My M. 3.1.13b

M = s |2 et [M] = My My — My My (3.113b)

3.2 Exercices

ENER_1

La poutre représentée sur la figure est encastrée en 1. Soit F le module de Young du matériau. L’aire
de la section droite est 3 A entre les sections 1 et 2 et A entre les sections 2 et 3.

7% E,34

E,A -,
— F, >
2 3
1 L i L _

Elle porte en 2 une force de composantes (F»,0,0) et en 3 une force de composantes (F3,0,0).

I O R

. Expression de 'effort normal N(x).

Calculer I’énergie de déformation.

Calculer les déplacements us et ug des sections 2 et 3.

. En déduire les matrices de flexibilité et de rigidité de la poutre.

Solution

L’effort normal est égal a :

Nipg=Fy+F3 , Nog=1FI3

d’ou I’énergie de déformation :

1 L 1 2L L
Egof = —— B+ ) de+ —— F2dr=-—— (F24+4F? +2LF
def 6EA/0(2+ 3 drtopg |, e d a2 T4+ 2100

et le déplacement horizontal des sections 2 et 3 :

OEss L OFss L
U= m —3pa et s =Tt = s (AR

On en déduit la matrice de flexibilité :

u) L [1 1] (R
us|  3EA |1 4|\ F;
(€]



86 Exercices de résistance des matériaux

et la matrice de rigidité :

ENER._2

La poutre représentée sur la figure est encastrée en 1. Soit E le module de Young du matériau. L’aire
de la section droite est 2 A entre les sections 1 et 2 et A entre les sections 2 et 3.

%

2EA EA ) >

1

A
J

Elle porte en 3 une force de composantes (F,0,0).

1. Expression de l'effort normal N (z).

2. Calculer I’énergie de déformation.

3. Calculer le déplacement ug de la section 3.
4

. Calculer le déplacement us de la section 2.

Solution
Déplacement de la section 3

L’effort normal est égal a :
N(z)=F

d’ou I’énergie de déformation :

1 L 1 L 3F2L
FBif = —— | F?de+— | F?dz=
def 4EA/0 $+2EA/O YT AEA

et le déplacement horizontal de la section 3 :

OF et 3FL
U = = —_—
T 9F T 2EA
7
/ F
2EA F---pQ E4A [—Pp —>x
1 2 3

Déplacement de la section 2

Introduisons une force auxiliaire @ en 2. L’effort normal est alors égal a :

Nipo=F+@Q , Nog=F
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d’ou :
ON12 1 ONa3
Q ’ oQ

=0
L’énergie de déformation est égale a :

E ! /LN2 dx + ! /LN2 d
= — T+ — x
et = 4EA J, 2 2EA J, B

d’ou le déplacement horizontal de la section 2 :

1 L ON1s
_2EA/O Niz=5a" de

FL

OB qet 1 L
e = — F = —
2EA /0 o= 5Fa

ug = 8@

Q=0 Q=0

ENER_3

87

La poutre représentée sur la figure est encastrée en 1. Soient A l'aire de la section droite et E le

module de Young du matériau.

7 4

—_
[\

La poutre porte en 2 une force de composantes (F,0,0) et sur toute sa longueur, une force uniformé-

ment répartie d’intensité linéique p.

1. Expression de 'effort normal N(x).

2. Calculer I'énergie de déformation.

3. Calculer le déplacement uo de la section 2.
4

. Calculer le déplacement u(z) de la section d’abscisse x.

Solution
Déplacement de la section 2

L’effort normal est égal a :
N(z) = F+p(L—2)

d’ou :
ON

oF !

L’énergie de déformation de la poutre est :

1 L,
FEief = —— N
def 2EA/O dx

d’ou le déplacement horizontal de la section 2 :

_OEq¢ 1 (% ON F [F p B
w=gr = a ) Nop =g ) @t gy [ (¢ omdr= g
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Déplacement de la section d’abscisse =

Introduisons une force auxiliaire () dans la section d’abscisse .

7 p Q
— e — —Pp —> XS
| - 2
L Ll

L’effort normal est alors égal a :

_JF+Q+p(L—s) 0<s<ux
| F+p(L-s) r<s<lL

ON |1 0<s<uw
aQ_ 0 z<s<L

L’énergie de déformation est égale a :

1 X
EBag=—— | N?ds+—— [ N%d
def 2EA/0 +2EA/ y

d’ou le déplacement horizontal de la section d’abscisse x :

o) - aangQ . EA/ N O ds O—EA/OZ(F—kp(L ) ds
soit : B -

u(z) = EA+ A(ZL—:U)
ENER 4

La représentée sur la figure est encastrée en 1 et 2. Soient A I'aire de la section droite et E le module
de Young du matériau.

%

~
[\S)
oY)
N

2L

\

Elle porte en 2 une force de composantes (F,0,0).

1. Ecrire I’équation d’équilibre.
2. Calculer les actions de liaisons.

3. Calculer le déplacement uo de la section 2.

Solution

L’équilibre de la poutre s’écrit :
Fio+F,+F=0
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89

ou Fi, et F3, sont les réactions d’appui. Le systeme est donc hyperstatique d’ordre 1. Le systeme

isostatique associé est représenté sur la figure ci-dessous.

7 F
3x
_>F —p > x

1 I 2 27 3

Bl

Y

F3, est I'inconnue hyperstatique.

L’effort normal est égal a :
Nig=F+F3; , Noz=F3
d’ou :
0Ny 1 ONo3 1
8F3a: B ’ 8F3x B

L’énergie de déformation est égale a :

1 L ) 1 2L )
Eiet = —— Niy d —_— Nis d
def 2EA/(; 12 $+2EA 0 23 L

L’inconnue hyperstatique est solution de 1’équation (théoréeme de Ménabréa) :

aEdef -0
0F3,
d’ou : . -
1 (9N12 1 8N23
— N d — N der =0
<E4A 2om, T EA), VBom, @
soit :

(F+ Fsp) L+ F3,2L =0

On en déduit I'inconnue hyperstatique F3, :

1
F3a: - —§F
et Paction de liaison Fy, :
Flm—_F_F3z—_ F
d’ou :
Nio=—-F , Nygg=—-—-F
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ENER_5 : élément de poutre de section variable

La poutre représentée sur la figure est un rond plein dont le diametre varie linéairement entre D1
et Ds. La section 1 est encastrée. Soit E le module de Young du matériau.

La section 2 porte une force de composantes (F0,0).

1. Calculer I’énergie de déformation.
2. Calculer le déplacement uo de la section 2.

3. En déduire la matrice de rigidité de ’élément de poutre 1 — 2.

Solution
Déplacement de la section 2

L’effort normal dans la poutre est :

L’énergie de déformation est :

P [ spate o A=G ((-7)pie g0

d’ou le déplacement de la section 2 :

L
OF gef F/Ll AF -L 1
Uy = = — —dr = — = =
oOF E J, A nE | Dy — Dy ((1_,)D1+7D2)
L L
soit :
_ AFL
2= TED, D,
On en déduit :
~ = 7TED1D2
F=k k=
u2 ) 47

Matrice de rigidité de I’élément 1 — 2

Considérons I'élément 1 — 2 (figure ci-dessous) dont les déplacements nodaux sont u; et us.
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D,

1 ‘ F»
5 x

‘—»ul I \—»uz

D,

Décomposons le mouvement de cet élément en un mouvement de corps rigide (R) et un mouvement
avec déformation (D) :

( D=((R)D+ D)

‘» U ‘* U, L» “ '» u, L» Uy-U,

L’énergie de déformation de 1’élément est :

Egef = Eaet(R) +Eqet(D)
——
=0
d’ou :

1

Faer = 5 ()™ (K] {u} = 3 F (2 — )

La quantité us — uq s’écrit :

d’ou I’énergie de déformation :

Ba= 5 0 E 1] -1 1w

et la matrice de rigidité :

ENER 6

On consideres la poutre d’axe x représentée sur la figure. Soit G le module d’élasticité transversal du
matériau. La constante de torsion est J entre les sections 1 et 2 et 3 J entre les sections 2 et 3.

7 c, o

G,J G,3J —» X

\

La section 1 est encastrée. Les sections 2 et 3 portent un couple de torsion d’intensités respectives Co
et 03.
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. Expression du moment de torsion M(x).
. Calculer 'énergie de déformation.

. Calculer les rotations 6,9 et 8,3 des sections 2 et 3.

e R

. En déduire les matrices de flexibilité et de rigidité de la poutre.

Solution

Le moment de torsion dans la poutre est :
Mps =Cy+Cs , Mz =0Cs

d’ou I'énergie de déformation :

1 2L 1 L L
Edcf - m 0 Mt212 dfr + GGJ/O Mt223 d.'l: - ﬁ (6 022 + 703% + 12 0203)
et la rotation des sections 2 et 3 :
OFqet 2L O0F gt L
0o = =—(Cy+C 0,3 = =——(6Cy+7C
2 = 50 GJ(2+ 3) ,  bu3 acs 3GJ( 9+ 7C3)

On en déduit la matrice de flexibilité :

02\ L [6 6] (Cy
6.3 3GJ (6 7] \Cs
Co\  GI[T —6] [Ou
C3f T2L -6 6 6

| ——
[r)=lc)-*

et la matrice de rigidité :

ENER_7 : élément de poutre de section variable

La poutre représentée sur la figure est un rond plein dont le diametre varie linéairement entre D1
et Dsy. La section 1 est encastrée. Soit G le module d’élasticité transversal du matériau.

La section 2 porte un couple de composantes (C, 0, 0).

1. Calculer I’énergie de déformation.
2. Calculer la rotation 6,5 de la section 2.

3. En déduire la matrice de rigidité de ’élément de poutre 1 — 2.
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Solution
Rotation de la section 2

Le moment de torsion dans la poutre est :

L’énergie de déformation est :

d’ou la rotation de la section 2 :

L
OBt C /L 1 320 L 1
0y = == Zdx = - -
60 G 0 J 7TG 3(D2—D1) ((1—£>D1+ED2>
L L
soit :
_ 32CL D} — DDy + D?
735G D3D3
On en déduit : G Dips
- -3
C=Fkbyp , k=2F 172

Matrice de rigidité de I’élément 1 — 2

Considérons 1’élément 1 — 2 (figure ci-dessous) dont les déplacements nodaux sont 0,1 et O0.

Décomposons le mouvement de cet élément en un mouvement de corps rigide (R) et un mouvement
avec déformation (D) :

HQ_ - Q— ' e
6):1

L’énergie de déformation de 1’élément est :
Edet = Eqef(R) +Eqet(D)
=0
d’ou :
k (9x2 - 0331)2

N —

Faor = 5 ()™ [k {u} =
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La quantité 0,0 — 0,1 s’écrit :

022 — 001 = [-1 1] {Zil} =[-1 1] {u}

d’ou I’énergie de déformation :

-1
Eger = 3 {u}k [1] -1 1]{u}
(%]
et la matrice de rigidité :
[k]_SwG D3D3 1 -1
- 32L D}+D1Ds+ D3 -1 1

ENER._8

La poutre 1 — 2 de longueur L et de section constante (moment quadratique : I,) est encastrée en 1.
Elle est en acier de module de Young E. Elle porte en 2 un couple ponctuel de composantes (0,0, C).

AY
C
7 o N
F—>x
1 2
%J

On néglige I'influence de l'effort tranchant : modele de Bernoulli.

1. Expression du moment fléchissant Mf,(x).
2. Calculer ’énergie de déformation.

3. Calculer la rotation 6,5 de la section 2.

4

. Calculer le déplacement vy de la section 2.

Solution
Rotation de la section 2

Le moment fléchissant dans la poutre est C, d’on ’énergie de déformation :

1 L C%L
= 5FL /0 YT 9FL

et la pente en 2 :
_ OEqes  CL

b2 = ¢ EI

Déplacement vertical de la section 2

Introduisons en 2 une force auxiliaire (0, F,0).
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Le moment fléchissant est alors égal a :

Mf.(x) =C+ F (L —x)

d’ou :
OMF,

oF

La fleche en 2 est égale a :

_ OFqer
Y

1 /L OMTF,
= Mf, =22 dx
r—o  EL Jo oF

ENER_9

reo FEL

=L—=x

95

La poutre 1 — 2 — 3 de longueur L et de section constante (moment quadratique : I,) repose en 1 et 3
sur un appui simple. Elle est en acier de module de Young E. Elle porte en son milieu 2 une force de

composantes (0, F,0).

—_

On néglige I'influence de l'effort tranchant : modele de Bernoulli.

1. Expression du moment fléchissant Mf,(x).
2. Calculer I’énergie de déformation.
3. Calculer la fleche en 2.

Solution

Le moment fléchissant dans la poutre est :

ME(-2)=Fe , MLE2-3)=

L’énergie de déformation est égale a :

1
EdefZQEdef(1_2): 2FE]T /
z JO

d’ou la fleche en 2 :
aE‘def

F
g(L—x)
L/2 £2x2 gy — F213
4 96 E'1,

FL3

Vo =

OF  48EL
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ENER_10

La poutre 1 — 2 de longueur L et de section constante (moment quadratique : I,) repose en 1 et 2
sur un appui simple. Elle est en acier de module de Young E. Elle porte en 1 un couple de compo-
santes (0,0,C).

On néglige I'influence de Peffort tranchant : modele de Bernoulli.

1. Expression du moment fléchissant Mf,(x).
2. Calculer I'énergie de déformation.

3. Calculer la rotation 6, de la section 1.

4

. Calculer la rotation 6,5 de la section 2.

Solution
Rotation de la section 1

Le moment fléchissant est égal a :
Mf.(z) = —C (1 - 5)

d’ou :

(-9

L’énergie de déformation est égale & :
e,
Eget = —— Mfz d
T 9EL /0 Jz dw

d’ou la rotation de la section 1 :

_OEqs 1 (F _OMf. C [F z\2 . CL
b1 = 56 _EIZ/O M= ~5¢ dx_EIZ/O (1-1) v = 35T

Rotation de la section 2

Introduisons un couple auxiliaire (0,0, M) en 2.

Le moment fléchissant devient :

Mf.(z)=—C (1-7)+ M
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d’ou :

et la rotation de la section 2 :

8Edef 1 /L aMfz
0,0 = = MF, d
*7 OM |, EL Jo =5 Mo
soit : ) _C/L<1_x)xdx—_CL
27 FIL J, L)L 6EI
ENER_11

La poutre 1 — 2 de longueur L et de section constante (moment quadratique : I,) repose en 1 et 2
sur un appui simple. Elle est en acier de module de Young E. Elle porte en 2 un couple de compo-
santes (0,0,C).

On néglige I'influence de l'effort tranchant : modele de Bernoulli.

1. Expression du moment fléchissant Mf,(z).
2. Calculer I'énergie de déformation.

3. Calculer la rotation 6. de la section 2.

4

. Calculer la rotation 6,1 de la section 1.

Solution
Rotation de la section 2

Le moment fléchissant est égal a :

X
d’ou :
oMf. =
oC L

L’énergie de déformation est égale a :

1 Lo,
FEipf = —— Mfz d
def 2EIZ/0 f; dx

d’ou la rotation de la section 2 :

_OEqs 1 [T OMY. _C/sz _ CL
b2 = 56 _EIz/O ME= =56 = 51 |, (7) @
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Rotation de la section 1

Introduisons un couple auxiliaire (0,0, M) en 1.

Le moment fléchissant devient :

T T
Mf,(z) = —M (1 . f) i
d’ou :
G --(-1)
oM L
et la rotation de la section 1 :
aEdef 1 L 8Mfz
0,1 = = Mf, d
YT oM |,,_, EL /0 "0 |,
soit : ;
C T T CL
0,1 = — —(1— =) dz =—
! EIZ/O L( L) T TGEL
ENER_12

Soit la poutre (1—2) de longueur L et de section droite constante. Soient A, ky et I, les caractéristiques
de la section droite. E et v sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson du
matériau.

AY oF
7 A<
—» X
1 2
*J

La poutre est encastrée en 1. Elle porte en 2 une force de composantes (0, F,0) et un couple de com-
posantes (0,0,C).

1. Donner 'expression de l'effort tranchant T}, (z) et du moment fléchissant Mf,(x).
2. Calculer les déplacements vy et 6,5 de la section 2.

3. En déduire I'expression des matrices de souplesse et de rigidité de la structure.

Solution

L’effort tranchant et le moment fléchissant dans la poutre sont :

Ty(z)=F , Mf.(x)=C+F(L—x)
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d’ou :

oT, aT,
or Yo a0 7Y

oF 7T
Modele de Bernoulli
L’énergie de déformation est égale a :
roE
Byt = —— MfZ d
def = 5 i /0 [z du
d’ou les déplacements de la section 2 :

_OEqs 1 [F OMf.
2= R _EIZ/O Mf: =5 de

L
922 _ aEdef o 1 / Mfz 8Mfz
0

= 2
aC ~ EI ac "
Ces équations s’écrivent :
F [t c [*
= L—2)%d L—z)d
V9 EIz/O (L —x) :U—I—EIZ/O (L —z)dx
F L C L
0.0 = L—z)d d
2= EIL 0( z) $+EIZ/O v
d’otr :
_FI? N CL2
2= 3EL T 2EL
0. — FL? L CL
27 9FI ' BEL

On en déduit la matrice de flexibilité :

vol L [2L* 3L](F
0.0 6EIz|3L 6 ||C

(€]
et la matrice de rigidité :
F\_EL| 12 —6L| [v
CJ I3 |-6L 4L%| |6
[K]=[C]~1

Modéle de Timoshenko

L’énergie de déformation est égale a :

Byp = — /LMf2d+ 1 /LT2d
def = 57 ; 2 ar ) Y x

2G Ak
d’ou les déplacements de la section 2 :

OBqet 1 [F OMf, 1 L oT,
frnd fy M 2 T pep—
2= "5F T EL /0 = ar T Gan, /0 vgp 4

99
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OF gef 1 [F OMTF, 1 L ot,
0.0 — _ MY, d 7, % q
2= "9 T EL /0 "¢ %t Gar, /0 v o0

Ces équations s’écrivent :

F (L c [t F L
L—1)? L—
EIz/O ( x) d:U—I—EIZ/O ( x) d:E+GAky/O dx

F (L c [
L—2)d d
EIZ/O( 7) x+EIZ/0 v

FL3 CIL? FL

Vo =

0z2 =

d’ou :

"= 3EL T 2EL T GAk,
o, FL* | CL
27 9FEI, " FEL

On en déduit la matrice de flexibilité :

{vz}_ L |212 (1+‘Zy> 3L {F} o _ 12EL
= Y= e
0.0] ~ 6EI a1 6 | L@ L2GAk,

-~

(€]

et la matrice de rigidité :

e}~ miea Loe aeoe] 02}

[K]=[C]~1

Remarque : de lexpression de [K], on déduit la matrice de rigidité d’un élément de poutre pour la
flexion dans le plan {z,y} (http://iut.univ-lemans.fr/ydlogi/cours/flexion_xy.pdf).

ENER_13

La poutre 1 — 2 de longueur L et de section constante repose en 1 et 2 sur un appui simple. Soient A,
ky et I les caractéristiques de la section droite. E' et v sont respectivement le module de Young et
le coefficient de Poisson du matériau. Elle porte en 1 un couple de composantes (0,0,C4) et en 2 un
couple de composantes (0,0, C2).

1. Expression de l'effort tranchant T}, (z) et du moment fléchissant Mf.(x).
2. Calculer les rotations 6,7 et 6,5 des sections 1 et 2.

3. En déduire I'expression de la matrice de souplesse et de la matrice de rigidité de la structure.
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Solution

L’effort tranchant et le moment fléchissant sont :

T, (x) = —¥ CME@=-0 (1-D) 16T

d’ou :

1- =2
L

o0y~ aC, L 9Cy

or, o1, 1 OMfz:_< a:) oMf, =z
" 0Cy, L

Modéle de Bernoulli

L’énergie de déformation est égale a :

1 Lo,
FBat=—— | M
def 2EIz/() [z dx

d’ou la rotation des sections 1 et 2 :

8Edef 8Mfz
z - M z
01 = oC,  EL / !
0 OFqgef 3Mfz
27 700, EI

Ces équations s’écrivent :

b= [ - [

O L T\ X Cy [T ra\2
022_—EIZ/0 (1_L)Ld$+EIZ/O (Z) de
ClL Gl
3EI, G6EL

_aL oL
6FI, 3FEI,

041 L 2 —1] (¢
0o 6EI |—-1 2| \|Co
[C]

C1\ _2EL [2 1] [0
Cof L |1 2|10,
N’
[K]=[C]—*

d’ou :

zl =

22

On en déduit :

et :

Modeéele de Timoshenko

L’énergie de déformation est égale a :

1 L
2 2
Faet = QEI / Mf dx + QGAky/O Ty dx
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d’ou la rotation des sections 1 et 2 :

OFder 8Mfz 1 /L oT,
0., = M, d 7, 2 g
"= 90, T EL / ! oAk, J, vac,
O OMF. / y
0. = M, dz - g
2= %5¢, ~ EL / =50, 4ot GAk v

Ces équations s’écrivent :

4 L x\2 Cy L$ x 1 L01+02
0.1 = 1-2) do - T(1-%) 4 d
L EIZ/O ( L) v EIZ/O L( L) $+GAky/0 rz

. Cl L r\ T 02 T2 1 L01+CQ
022_—EIZ/0 (1-7)pde EI/ (z) d$+GAl~cy/0 4

d’ou :
0. — C1L B CsyL Ch+ 0y
' T 3EL  6EL ' LGAk,
0 ChL CyL C1+ Cs
22 — —

GEL ' 3EL ' LGAk,

On en déduit la matrice de flexibilité :

¢ ¢
{ezl}_ L |2ty 1+ {01} 5 _ 12EL
O2f 6EL | | % o, % | 1C2) 7 Y L2GAk,
2 2
(€]
et la matrice de rigidité :
{Cl}: El, [4+¢y 2—¢y:| {021}
Cof TT+dy) 20y 4+6,] 102
[K]=[c] !

Remarque : de l'expression de [K], on déduit la matrice de rigidité d’un élément de poutre pour la
flexion dans le plan {z,y} (http://iut.univ-lemans.fr/ydlogi/cours/flexion_xy.pdf).

ENER_14

La poutre 1 — 2 de longueur L et de section constante (moment quadratique : I,) repose en 1 et 2 sur
un appui simple. Elle est en acier de module de Young E. Elle porte sur toute sa longueur une force
uniformément répartie d’intensité linéique (0, —p, 0) avec p > 0.

AY

-p
v v v

d
l

On néglige I'influence de l'effort tranchant : modele de Bernoulli.
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Calculer les rotations 6,1 et 6,5 des sections 1 et 2.
Solution
Introduisons un couple auxiliaire (0,0,C1) en 1 et un couple auxiliaire (0,0,C>) en 2.

AY
G e 4 4. G,

’x v ¢ ¢ ¢ A

—>X
1 2
Z I Z
Le moment fléchissant est égal & :

o <o (1-5) -0 1= ) e

d’ou :

aMfZ:_< x) 3MfZ::U
0C T 00, L

L’énergie de déformation est égale a :

1 Lo
Fiof = M
def 2 b1, /o f; dx

d’ou la rotation des sections 1 et 2 :

aEldef / 8Mfz
921 = = Mfz
0Cy Ci=Co—0 EL: o0Cy 01:02:0
OEqer / 3Mf P
9z2 - = Mfz
302 C1=C2=0 EI 802 Cl =C2=0

Ces équations s’écrivent :

L 3
pL x x pL
21 2EIZ/0 o L L) YT TuEL

L 3
pL T\ T pL
0.0 — (1——)—d -

22 2EIZ/0 . LY

ENER_15

La poutre (1 — 2) de longueur L et de section droite constante est encastrée en 1.

AY b AF
, h
% ]
\ —» X
1 ‘ 2
g L .

Soient A , I, et k, les caractéristiques de la section droite. £ et v sont respectivement le module de
Young et le coefficient de Poisson du matériau.
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Elle porte en 2 une force de composantes (0, F}, 0).

On prend en compte I'influence de I'effort tranchant : modele de Timoshenko.

Calculer énergie de déformation.

L

Calculer la rotation 6,5 de la section 2.

Donner I'expression de l'effort tranchant Ty (x) et du moment fléchissant Mf,(x).

Calculer le déplacement vy de la section 2.

bh3 5
5. La section droite est rectangulaire : A=bh , I, = T ky = 5 v=20.3
Etudier I'influence de effort tranchant en fonction de L/h =20,10,5,4, 3.
Solution
Déplacement vertical de la section 2
L’effort tranchant et le moment fléchissant dans la poutre sont :
Ty(x)=F Mf.(z)=F (L —z)
On en déduit :
o, oMp._,
oF — =~ or "
L’énergie de déformation est égale a :
2 1 L 2
E Mfzd T d
“ =R, / e x+2GAky/0 v O
On en déduit le déplacement vertical de la section 2 :
OFqef _ 8Mfz 1 oT,
dx T,—d
V2= HF EI +GAk/ T
soit : . . X
F FL FL
= L —2)? Fdx =
"= L /0 (L-2) GAE, / Y= 3EL T GAk,
vy s’écrit :
FL3 3EI, FL3 by 12FE1I,
V2= o0 A ) T aer (Lt s Oy = oA
3EI, L GAk, 3EI, 4 LG Ak,
——
Bernoulli
Rotation de la section 2
Introduisons un couple auxiliaire C' en 2.
AY C AF
% 41
e
1 2
- L -
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L’effort tranchant et le moment fléchissant dans la poutre

sont :

T,(z)=F , Mf.(z)=F(L-z)+C

On en déduit :

% =0 OMF: =1
oc ’ oc
La rotation de la section 2 est :
OF, I oM FL?
T = R
oC |y FEI. ) oC c—o 2FEI,
Application numérique
Pour une section droite rectangulaire, il vient :
12 h\?
¢y:€(1+y) <L>
d’ou la variation de ¢, en fonction de L/h pour v = 0.3 :
L/h 20 10 5 4 3
by 0.0078 | 0.0312 | 0.125 | 0.195 | 0.347

ENER_16
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Soit la poutre (1—2) de longueur L et de section droite constante. Soient A, k, et I les caractéristiques
de la section droite. E et v sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson du

matériau.

7 p

\J

La poutre est encastrée en 1. Elle porte sur toute sa longueur une force uniformément répartie dont

I'intensité linéique est (0, p,0).

On prend en compte l'influence de leffort tranchant : modele de Timoshenko.

Calculer les déplacements vs et 0,9 de la section 2.

Solution

Introduisons dans la section 2 une force auxilaire (0, F,0) et un couple auxiliaire (0,0, C).

AY C ?F
7 p A""u\
I A
=
1

‘ 2
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L’effort tranchant et le moment fléchissant dans la poutre sont :

L — 2
Ty(x)=F+p(L—-x) , Mfz(x):C+F(L—x)+1)(256)
d’ou : - o7 ony -
7Y 7Y z - z _
or ' a0 Tor ShTT o e T

L’énergie de déformation est égale a :

1 L, 1 L,
— [ M4 T2 g
2EIZ/0 £ x+2GAky/0 y ¢

Eget =

On en déduit :

— la fléeche en 2 :

OF ot 1 /L OMTF, 1 /L oT,
= = Mf, dx + T, —= dx
L L
p 3 p
= L— L—
Vo QEIz/o (L—x)° de+ GAky/O (L —z)dx
pL* | pL®
Vo = -+
SEI, 2GAk,
Remarque : la fleche en 2 s’écrit :
pL4 4FEI, pL4 by 12 E1,
T SEL < tcak,) “sen \'t3) 9T gax,

— la rotation de la section 2 :

OB et 1 /L OMF. 1 /L oT,
0.0 = = Mf. d — [ 1,224
T 0C |pecmy EL Jo T "¢ “lrec 0+GAky o ' oC xF:C:O
L

p 2

z2 — L —

0.2 QEIz/o ( x)* dx

_ L
b2 = GEL
ENER_17

Soit la poutre (1—2) de longueur L et de section droite constante. Soient A, k, et I les caractéristiques
de la section droite. F et v sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson du

matériau.

AY AF

C

 EEEEN
1 1) -

La poutre est encastrée en 1. Elle porte :
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— en 2 une force de composantes (0, F,0) et un couple de composantes (0,0, C)

) ) *
— sur toute sa longueur une force uniformément répartie d’intensité linéique (0, p,0)

On prend en compte l'influence de 'effort tranchant : modele de Timoshenko

1. Donner 'expression de I'effort tranchant T} (z) et du moment fléchissant Mf,(x)
2. Calculer les déplacements vy et 6,2 de la section 2

Solution
L’effort tranchant et le moment fléchissant dans la poutre sont

@)= F4p(L—2) , Mfu(a)=C+F(L—a)+2E=2"

2
doi: or, or, OMf OMf
7y = 7:[/ e d = L — i 1
oF — 1 ac =" o Y Tac
La fleche en 2 est égale a :
OFEqer 3Mfz 1 oT,
2 =5F T EL / ME =55 ¥ Gar, / Tyandw

C L F L L 3
_EIZ/O (L—2) EIZ/O (L ~=)” 2EI / (L —a)" do
F L P L
L —
G Ak, /0 TS /0 (L—w)de

soit :
cr?> FrrL*> pL* FL pL?
v = + + + +
2EI, ' 3EI,  8EI, ' GAk, ' 2GAk,
Remarque : la fleche en 2 s’écrit :
cL*> FL? o pLA o 12EI
= 1+ 2 1+ 22 =%
"= 3EL " 3EL ( * 4)+8EIZ( T3 ) 0 % gar,
La rotation de la section 2 est :
OB et I OMf.
0,0 = = Mf, —=d
2= "9c T BL / T
c L oL » L )
= L— L— d
EL /0 EL /0 (L =) 2EBL J, (Foode

soit :

o FL? L cL pL3
27 9FI, " EL ' 6EI
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ENER_18

Soit la poutre (1 — 2) de longueur L et de section droite constante. I, est le moment quadratique de
la section droite. E est le module de Young du matériau.

AY
c
7
5 X
1
I 7
>

La poutre est encastrée en 1 et repose sur un appui simple en 2. La section 2 porte un couple de
composantes (0,0,C).

On néglige I'influence de l'effort tranchant : modele de Bernoulli.
1. Ecrire les équations d’équilibre.
2. Calculer les actions de liaisons.
3. Calculer la rotation 6, de la section 2.
Solution
Les actions de liaison sont : Fy,, Iy, et M, d’ou les équations d’équilibre de la poutre :
F1y+F2y:0 , M12+LF2y+C:0

Le systeéme est hyperstatique d’ordre 1. Le systéme isostatique associé est représenté sur la figure
ci-dessous.

Fy, est I'inconnue hyperstatique.
Le moment fléchissant dans la poutre est :
Mf.(z) = C+ Fyy (L — x)

d’ou :

L’inconnue hyperstatique est solution de 1’équation (théoréme de Ménabréa) :

=0

OBqet 1 / AMf oMf.
OFy, EI, ‘ aFQy
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solt : . . . .
0 0

On en déduit Fyy, :
Foy = —

N W
=~ Q

puis F1, et My, a 'aide des équations d’équilibre :
1
Fiy=—-Fy , M= —3 C

Le moment fléchissant est égal a :

<

Mf.,(x) =C+ Foy (L —x) = 5T

3x—1L)
d’ou I’énergie de déformation :

C?L
S8EI,

1 L ¢?
Bit=sor | —5 Bz —L)dz=
def 2EIZ/0 gz B L) de

et la rotation de la section 2 :
- OF 4ot B CL

bo: = 50 T AEI

ENER_19

Soit la poutre (1 — 2) de longueur L et de section droite constante. I, est le moment quadratique de
la section droite. E est le module de Young du matériau.

AY

7 p

La poutre est encastrée en 1 et repose sur un appui simple en 2. Elle porte sur toute sa longueur une
force uniformément répartie dont I'intensité linéique est (0, p,0).

On néglige I'influence de l'effort tranchant : modele de Bernoulli.

1. Ecrire les équations d’équilibre.

2. Calculer les actions de liaisons.
Solution
Les actions de liaison sont : Fyy, Fb, et M7, d’ou les équations d’équilibre de la poutre :

1
F1y+F2y+pL:0 ) M1z+LF2y+§pL2:0

Le systeme isostatique associé est représenté sur la figure ci-dessous.
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Ay AL

2y

Fy, est I'inconnue hyperstatique.

Le moment fléchissant dans la poutre est :

I — 2
Mf.(x) = Foy (L — ) —}—p(Qx)
d’ou : o
OFy, =L—-z

L’inconnue hyperstatique est solution de 1’équation (théoréeme de Ménabréa) :

z=0

OFqes 1 / M 3Mfz
0Fy, EI, ¢ aFQy
soit :

L L 3 4
L L
ng/ (L—x)2dx+p/ (L—2pde=Fy —+2 =0
0 2.Jo 3 8

On en déduit Fyy, :
3
Foy = —=pL
2y 8 b
puis Fi, et My, a l'aide des équations d’équilibre :

) 1
Fly:_gpL ) -Z\4lz:_§pL2

ENER_20

Soit la poutre (1 — 2) de longueur L et de section droite constante. I, est le moment quadratique de
la section droite. F est le module de Young du matériau.

%

—>» X

1 2 %

L

\J

Les sections 1 et 2 sont encastrées. Elle porte sur toute sa longueur une force répartie dont 'intensité
linéique suivant y varie linéairement entre p et 0.

On néglige I'influence de l'effort tranchant : modele de Bernoulli.

1. Ecrire les équations d’équilibre.



Méthodes énergétiques 111
2. Calculer les actions de liaisons.

Solution
Les actions de liaison sont : Fy,, Fy,, M, et M, d’oti 'équilibre de la poutre :
1 1
F1y+F2y+§pL:0 ’ M12+M2z+LF2y+6pL2:0

Le systéme isostatique associé est représenté sur la figure ci-dessous.

4 TFZ
\T\T\f\ %z
| >—>x
1 2

L |

e N

Fy, et Ms, sont les inconnues hyperstatiques.

Le moment fléchissant dans la poutre est :

Mf.(x) = My + Fyy (L —2) + 2 (L — 2)?

6L
d’ou :
OMf, oOMf,
=L—x , =1
ang 8M2z
Les inconnues hyperstatiques sont les solutions des équations (théoreme de Ménabréa) :
E M E M
0 def / Mfza fz =0 ’ 0 def / Mfza fz z =0
OFy, EI, 8F2y OM,, EI, 8M2z
qui s’écrivent :
L L L 2 2
L L
MQZ/ da:Jngy/ (L - z) d:c+p/ (L - z)? dx:MzzL+F2y—+p— =0
0 0 6L J, 24
et :
L L L 2 3 5
L L L
Mgz/ (L—:E)d$—|—F2y/ (L — x)? do + 2 (L z)t de = My, — —|—F2y + 22—
0 0 6L 3 30
On en déduit Fy, et Mo, :
3 1
By, =——pL My, = — pL?
2y 20 b ) 2z — 30 b
puis I, et My, a l'aide des équations d’équilibre :
7 1
Fiy=——pL My, = ——pL?
ly 20 p ) 1z 20 p

Application a la méthode des éléments finis : pour un élément de poutre droite de section droite
constante qui porte sur toute sa longueur L une force répartie dont 'intensité linéique varie linéaire-
ment entre p et 0, le vecteur force est :

~ Py, 21
)M | _pL ) 3L
1= —Fy ( 60 9

— Mo, —2L
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ENER_21

L’arc (1 — 2) de centre O et de rayon moyen R est encastré en 1. Il a une section droite constante.
Soit I, le moment quadratique de la section droite. E est le module de Young du matériau.

23C
Y

L’arc est soumis en 2 & un couple de composantes (0,0, C).

On néglige I'influence de 'effort normal et de l'effort tranchant.

1. Expression du moment fléchissant Mf,(p).
2. Calculer I’énergie de déformation.

3. Calculer la rotation 6,5 de la section 2.

4

. Calculer les déplacements us et v9 de la section 2.

Solution
Rotation de la section 2

Le moment fléchissant dans la section droite ¢ est C', d’ou ’énergie de déformation :

1 /2 C?R
Eaes = / C? ds =~
0

2FI T4 EI
z R dy z
et la rotation de la section 2 :
0F4et m™CR
oC 2 EI,

Translation de la section 2

Introduisons dans la section 2 une force auxiliaire de composantes (Fy, Fy,0).

AF,
%

C
b F,

Le moment fléchissant dans la section droite ¢ est :

Mf.(p) = C — RF, (1 —cosp) + RFysing
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d’ou :
MfF, Mf. .
a@Ff =—R(1—cosyp) |, aaFj = Rsingp
On en déduit les déplacements de la section 2 :
Fde M.
uQ:aaFdf EI/ Mfza fRd
T Fe=Fy=0 Fa Fp=Fy=0
CR* [7/? CR? /2 7\ CR?
_— 1- dp = — —sing|" :(1—f>
EL J, (1—cosp) dp = —— I, [p — sin ]y 5) FL
8Edef 1 / /2 aMfz
Vg = = Mf, ——= R dy
OF, Fo—F,=0 EIL, J OF, FoeFy—0
B CR2 /W/Q o de — CRQ [_CO ]W/2_ CR2
B J, NPT EL %Y T L

ENER._22

113

L’arc (1 — 2) de centre O et de rayon moyen R est encastré en 1. Il a une section droite constante.

Soit I, le moment quadratique de la section droite. F est le module de Young du matériau.

L’arc est soumis en 2 & une force de composantes (F,0,0).

On néglige I'influence de 'effort normal et de I'effort tranchant.

Expression du moment fléchissant Mf,(p).
Calculer I'énergie de déformation.
Calculer le déplacement us de la section 2.

Calculer le déplacement vy de la section 2.

SANEE RS .

Calculer la rotation 6,5 de la section 2.

Solution
Déplacement horizontal de la section 2
Le moment fléchissant dans la section droite ¢ est :

Mf.(¢) = —RF (1 — cos ¢)
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d’ou I’énergie de déformation :

1 /2 F2R3 /2
Eqet = Mf? ds = 1—cosyp)® d
df = 5 pT, /0 e ds = 55r /0 (1= cosp)” dp

R dy
F2?R® (/2 9 F2R3 [3¢  sin(2¢) /2
= 1 ) dp = SPLEREY) a9y
2EIz/0 (1+ w cos ) do SEL [ 5 + 1 sin ¢ )
14cos(2 ¢)
2

(37 9 F?R3
-\ 4 2FI,
et le déplacement horizontal de la section 2 :

U2

 OFue <37r 2) FR3

oF 4  °) EIL

Déplacement vertical et rotation de la section 2

Introduisons dans la section 2 une force auxiliaire de composantes (0, Fy,0) et un couple auxiliaire de
composantes (0,0,C).

Le moment fléchissant dans la section droite ¢ est :

Mf.(¢) =C — RF (1 —cosp) + RFysing

d’ou :
OMf= _ Rsin OMJ. _ 1
oF, UMY o Tao T
On en déduit le déplacement vertical de la section 2 :
OF 1 (™2 M FR3 [™/?2
vy = ——acf = / Mf, IE R dy =— / (sinp — cos ¢ sin ) dp
8Fy F,=C=0 EIZ 0 6Fy EIZ 0 N————
Y FyZCZO sin(2 @)
2
FR? cos(2¢)]™/? FR3
T TEL | Ty - 2EI
z 0 z
et la rotation de la section 2 :
OB gef 1 /’f/ 2 OMY, FR? /”/ 2
0o, = = Mf,—= Rd =— 1-— d
#7700 |p_cmy EL Jo e =pe Rde o BL f, (1mcoselde
,=C=

FR?

o sin g (1 7r> FR?
= — — sin =(1-=
EL, 2T S ¥l 2) EL
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L’arc (1 — 2) de centre O et de rayon moyen R et de section droite constante. Il est articulé en 1 et
repose sur un appui simple de normale verticale en 2. Soit I, le moment quadratique de la section
droite. E est le module de Young du matériau.

L’arc est soumis en 2 a une force de composantes (F,0,0).

On néglige 'influence de leffort tranchant (modele de Bernoulli).

Expression du moment fléchissant Mf. () et de l'effort normal N ().
Calculer Iénergie de déformation.

Calculer le déplacement uy de la section 2.

Donner la position et la valeur du moment fléchissant maximal.

Calculer la rotation 65, de la section 2.

A

La section droite est un rectangle plein de base b et de hauteur h. On donne :
EF =210000 MPa , R=100mm , b=21mm , h=4 mm , FF =200 N
Calculer uy et 6o,.

Solution

Déplacement horizontal de la section 2

Les réactions d’appui sont Fy,, Fiy et Fy,.

Les équations d’équilibre s’écrivent :

Flu,+F=0 , Fiy+Fy,=0 , RF+RFy,=0
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d’ou :
Fiu,=-F , Fy=F , Fy=-F
Le moment fléchissant et I'effort normal dans la section droite d’abscisse ¢ sont :
Mf.(¢) = RFsingp + RFy, (1 —cosp) = FR(sinp + cosp — 1)

N(p) = F'singp — Fy, cosp = F (sinp + cos @)

d’ou I’énergie de déformation :

1 w/2 1 w/2
Fget = / Mf? ds +——— / N?%ds
0 0

2FI, ~~ 2FA
R dy
F2R3 /2 2R w/2
= 3E] / (sin 4 cosp — 1)? dg0+2EA/ (sin ¢ + cos ) dyp
z JO 0
F2R3 2

7r/22 in(2 2 si 2 d R 7r/21 in(2 d
_QEIz/o (2 +sin(2¢p) — 2 sinp — 2 cosp) (p+2EA/0 (1+sin(2¢p)) dp

F?R3 cos(2 ) ™2 PR cos(2 ) /2
- Qo — NEF) 49 925 _
9EL { ® 9 +2cosp s1ng0]0 +2EA { 5 L
F2R3 T F?R
— (7 — T 1)
(m 3)2EIZ+(2+ 2EA

et le déplacement horizontal de la section 2 :

_ OBge FR® /7 FR
w =5 = (m=3) Hp +<§+1> EA

Remarque : le moment fléchissant est maximal pour ¢ = 7/4 et :

Mfmax = (V2 —1)FR

Rotation de la section 2

Introduisons en 2 un couple auxiliaire C.

L’action de liaison Fy, est alors égale a :

C
Fyy=—F -

d’ou 'expression du moment fléchissant :

Mf.(p) = RFsinp + RFy, (1 —cosp) + C = FR(sinp+cosgp — 1) + C cos
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et de l'effort normal :
. . C
N(p) = Fsing — Fy, cosp = F (sinp + cos ) + R 0S¥

On en déduit :

OMf, cos OMf, cosyp
oc ~ Y Toc TR
La rotation de la section 2 est égale a :
OB et 8Mf /
b2, = Mf—=— Rdyp N R d
*779C |y EL / ! 7
C=0
FR? [™/?
= BL. /0 (sinpcos+ cos?@ —cosp) dp + —— EA (51napcoscp+cos ©) dp
sln(22 ©) 1+co;(2 ©)

w/2

4 2 4

_ FR? _cos(2¢) I sin(2 ¢)
B 4 2 4

(T _W\ERE (1) F
~\4 2) FEIL 4 2) EA

Application numérique

w2 F cos(2p) @  sin(2¢)
—sin cp] + = {— + =+ }
0 EA 0

Avec « RDM-Ossatures », ’arc étant discrétisé en éléments de poutre droite de méme longueur, on
obtient :

nombre d’éléments | ue en mm | 5, en degrés
3 0.986 1.206
-18.31 % -13.32 %
5 1.124 1.323
-6.87 % -4.91 %
10 1.186 1.374
-1.73 % -1.24 %
20 1.202 1.387
-0.41 % -0.31 %
m 1.206 1.390
-0.08 % -0.09 %
solution analytique 1.207 1.391
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L’arc (1 — 2) de centre O et de rayon moyen R est encastré en 1. Il a une section droite constante.
Soient A , I, et k les caractéristiques de la section droite. E et v sont respectivement le module de
Young et le coefficient de Poisson du matériau.

L’arc est soumis en 2 & une force horizontale de composantes (F,0,0).

On prend en compte l'influence de I'effort normal et de l'effort tranchant.

1. Donner 'expression de l'effort normal N(y), de l'effort tranchant T'(¢) et du moment fléchis-
sant Mf,(p).

2. Calculer ’énergie de déformation.
3. Calculer le déplacement uo de la section 2.

4. La section droite est rectangulaire :

bh3 5
A: Izzi s = —
bh B k 5

On donne :
R=60mm , b=10mm , h=6mm

E =200000 MPa , »=025 , F=30N

Calculer us.

Solution

Les efforts dans 'arc sont :
N(p)=Fsing , T(p)=Fcose , Mf.(p)=RF sing

d’ou I’énergie de déformation :

1 3m/2 ) 1 3r/2 ) 1 3m/2 5
Fuet = /0 N? ds + T2 ds + Mf2 ds

R dy R dy R dy
FQR 3r/2 5 FQR 3r/2 9 F2R3 3r/2 9
- i d d i d
2FA ), WL Wroaa /0 A YT /0 LE %W
lfco;(Q ©) 1+c0;(2 ©) 17c0;(2 ©)

soit :
_3m F?R 3w F?R 37 F?’R®

S EA s Ak T8 EI,
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On en déduit le déplacement horizontal de la section 2 :

_OFws _ 3nFR 37 FR

 OF 4 EA 4 GAk
———— —_————

effort normal  effort tranchant

U2

Application numérique :

119

37 FR3

4 FEI,
N——

moment fléchissant

uz = 0.00035 + 0.00106 + 0.42412 = 0.42553 mm
——

S—— Y=
0.08 % 0.25 % 99.67 %






Chapitre 4

Méthode des éléments finis

4.1 Rappels

4.1.1 Energie de déformation
Expression de I’énergie de déformation en fonction des contraintes et des déformations
Si le comportement du matériau est élastique et linéaire, I’énergie de déformation contenue dans le

volume dV est (formule de Clapeyron) :

1
AEqef = B (€xw Oza + Eyy Oyy + €22 02z + Yoy Ony + Vaz Oz + Vyz 0yz) AV

1 1 (4.1.1)
=3 (e}t {0} dV = 3 {(eYV[D){e}av  , dV =dz dyd=
avec les relations cinématiques :
Tr — or yy — 8y ; zz — EP (4 . 2)
_Ou v _ v ow _ % Ouw B
oy = oy Oxr Ter =5, T o 0 T B Oy

et la relation de comportement :

o} = [D}{&} (113)
ol :
u(z,y, z;t), v(z,y, 2;t) et w(z,y, z;t) sont les composantes du champ de déplacements.
{o}' ={022 oy 022 0wy Ou: oyz}T est le vecteur contrainte.
{e}T ={eos €y €22 Yoy Vo= ’yyz}T est le vecteur déformation.

[D] est la matrice des coefficients élastiques. Si le matériau est isotrope, elle ne dépend que du
module de Young E et du coefficient de Poisson v (cours d’élasticité).

Remarque : 1’énergie de déformation s’exprime en joule (1 J =1 N.m = 1 kg.m?.s72).
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Energie de déformation d’un élément

L’énergie de déformation d’un élément s’écrit :

Faer = % ()™ (k] {u) (4.1.4)

ou {u} et [k] sont respectivement le vecteur des déplacements nodaux et la matrice de rigidité.

Application aux poutres droites

L’énergie de déformation accumulée dans un trongon de poutre, de longueur dz, soumis a un effort
normal N est égale a :

dBqes = 5 Ly g“ do = - EA <g;‘) d (4.1.5)

ou u(z) est le déplacement suivant x.

L’énergie de déformation accumulée dans un trongon de poutre, de longueur dx, soumis & un moment
de flexion Mf, est égale a :

1 0, 1 0,\>
ABuer = 5 M. 0% do = 3 B (?995) i (4.1.6)

ou 0,(x) et v(z) sont respectivement la rotation suivant z et le déplacement suivant y. Si on adopte
I’hypothese de Bernoulli :

v
0, = — 4.1.
o (4.1.7)
I’énergie de déformation s’écrit :
1 0*v
dEqet = EI 922 dx (4.1.8)

L’énergie de déformation accumulée dans un troncon de poutre, de longueur dx, soumis & un moment
de torsion M, est égale a :

2
dEges = Mt %QI de = = GJ <880;> dx (4.1.9)

ou 0, (z) est la rotation suivant x.

4.1.2 Energie cinétique
Expression générale

L’énergie cinétique contenue dans le volume dV est :

1 ou\? [ov\? ow\ 2 I 9 9 .9
dEcin—ip <<8t) +<8t> +(8t) ) dV—§p(u + 02+ w?) dV (4.1.10)

ou u(z,y, z;t), v(x,y, z;t) et w(z,y, z;t) sont les composantes du déplacement du point de coordon-
nées (z,y,z) et p la masse volumique du matériau.
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Energie cinétique d’un élément
L’énergie cinétique d’un élément s’écrit :
L, o7 .
ou {4} et [m] sont respectivement le vecteur des vitesses nodales et la matrice de masse.

Application aux poutres droites

L’énergie cinétique d’un trongon de poutre, de longueur dx, soumis a un effort normal N est égale a :

B =+ pA @de—l Au? dx (4.1.12)
c1n—2p ot —2P .

ou u(x;t) est le déplacement suivant x.

L’énergie cinétique de translation d’un troncon de poutre, de longueur dz, soumis & un moment de
flexion Mf, est égale a :

B = - pA @de—l Av? dx (4.1.13)
c1n—2,0 ot —2P .

ou v(z;t) est le déplacement suivant y (fleche).

4.1.3 Energie potentielle et éléments finis

L’énergie potentielle est :

Epot = Eaet = Wt = 3{UY KUY = {UY {F} = {0} {Fuoa) (4.1.14)
Eqet Wesd

olt Wext est le travail des forces extérieures pour le déplacement {U}.

Compte-tenu de la relation :

[KI{U} = {F} + {Froa} (4.1.15)
I’énergie potentielle s’écrit :
Epor = —%{U}T[K]{U} = — Bt (4.1.16)
On montre que :
Epot(éléments finis) > Eq (exacte) (4.1.17)

4.1.4 Modes propres

En I’absence d’amortissement, les équations du mouvement libre d’une structure sont :
[Mp{ULY + Ko {UL} =0 (4.1.18)
ou {UL} est le vecteur des déplacements inconnus. En posant :
{UL(t)} ={U} sinwt (4.1.19)
ol {U 1} est indépendant du temps, il vient :

(Kr{UL} = w® ML {UL} (4.1.20)
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ol w est une pulsation propre de la structure et {U 1} le vecteur propre associé.

Les pulsations propres sont les solutions de ’équation :

det ([KLL} —w? [MLL]) =0 (4.1.21)

4.2 Exercices

4.2.1 Assemblage

Le vecteur déplacement {u(®)} d’un élément s’écrit en fonction du vecteur déplacement de la struc-
ture {U} :
{u} = LU}

Considérons, par exemple, la poutre droite soumise a un effort normal représentée sur la figure ci-
dessous.

Le vecteur déplacement {u(?} de 'élément (2) est :

u1
ug
u 00010
{u(2)}:{u4}:[0 L0 0 0] ug p = [LA{U}
2 24
us

L’énergie de déformation est :
1
Eaet = 5 Uy [K]{U}

= Y Bg= Y SO EI Oy = oy T ) () o)

éléments éléments éléments

(K]

= )7 ( > [K@)}){U}

éléments

(K]

d’ou 'expression de la matrice de rigidité :

(K] = Y (K]

éléments

Dans l’exemple ci-dessus, on obtient pour la matrice [K (2)] :

00 0 0 0 0 0]
(2) (2)
(K@) = 8 (1) K2 k2710 001 0 B 8 k%Z 8 k%l 8
1 0 21 22 0 km 0 kn 0
00 0 0 0 0 o0
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et la matrice de rigidité [K] de la poutre est :

R 0 0 kD) 0

R I
[K]= 10 0 kY 0 kY

By kD0 kR +RD 0

0 kYR 0 Ry KD

L’énergie cinétique est :

Fan = 5 (0} [M]{0)

= Y B = Y GO MOy = Y )T )T )] (29 ()

éléments éléments éléments [ M(e)]
1 . e .
sor( 5w
éléments
[M]

d’ou I'expression de la matrice de masse :

éléments

Le travail des forces extérieures appliquées aux éléments pour le déplacement u(x) est :

Wexe = {U}' {F}
_ (e) _ wONT fpey — T 17(e)T 5 ¢(e)
= > Wil = >0 T {9y = 3 Uy [LET

éléments éléments éléments (Fe}
o (3 )
éléments
{F}

d’ou l'expression du vecteur force :

{Fy= > {FY)

éléments

Dans l'exemple ci-dessus, on obtient pour le vecteur {F' (2)} :

00 0
0 1| (py  |£7
{(F@y =10 0 {1(2)}_ 0
1 o| \f2 s
0 0 0
et le vecteur force {F'} est :
1
1( )
AR
4
(Fy=1 4

£+ £
£+ 7Y

125



126 Exercices de résistance des matériaux

4.2.2 Elément de poutre droite soumis a un effort normal

On considére un élément & deux noeuds dont les coordonnées nodales sont 1 = 0 et 29 = L. A est
I’aire de la section droite. E et p sont respectivement le module de Young et la masse volumique du
matériau.

ul u2
[ F——x
1(0) 2()

Les déplacements nodaux sont u;(t) et uga(t).
Champ de déplacements et fonctions d’interpolation
Le déplacement suivant x des sections droites est de la forme :
u(zr) =a+bx
ol a et b sont des constantes.
Des conditions aux limites :
u(0)=u;=a , u(l)=uz=a-+bL

on déduit :
U — Ul

L

d’ou 'expression du champ de déplacement en fonction des déplacements nodaux :

a=u , b=

= (= F) e (7)o
Ni(z) m

soit :
w(z) = Ni(2) ur + No(z)ug = [Ni(z) No(z)] {“1} = [N] {u}

U2

ou Ni(x) et Na(x) sont les fonctions d’interpolation ou fonctions de forme. Ces fonctions vérifient les
relations :

1 sii=j35 . |

Ni(x;) = 045 = { 0 hi=12 . Ni(z)+ Na(z) =1

0 sii#y
ol les ; sont les coordonnées nodales. Le champ de déplacements et les fonctions d’interpolation sont
représentés sur la figure ci-dessous.

u N, N,

Déformations et contraintes
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On en déduit I'allongement unitaire :

ou ON; ON- 1 Uy — U
O ) =1 1 1] ) = (B =

= =

et la contrainte normale :
U2 — Uq

L

dans I’élément. Ces quantités sont constantes dans 1’élément (figure ci-dessous).

0ze = E[Bl{u} =F

O;CX:E(S‘XX
U,—u,

L

1724) X

Energie de déformation et matrice de rigidité

L’énergie de déformation est :

1 [F ou\? 1 [k
Egt== | EA(— =_ | EA&
def = 5 /0 < (%) dx 5 /0 €hp dz

€aa = [B] {u} = {u}" [B]"

avec :

d’ou :
Bua= 3 o ([ AT (8] e )

(k]

On en déduit 'expression de la matrice de rigidité :

[k]—/OLEA[B]T[B} dx_/OLEAng [gj [B1 By] d:c_/OLEAL12 [_11 _11} dx

soit :

Cas particuliers :

— Si la section droite est constante, la matrice de rigidité est égale a :

-]

L£] L |-1 1

— Si la section droite est un rond plein dont le diametre varie linéairement entre Dq et Do, on a :

A= (- ) ore o)

d’ou :

- 7wD? FE , [ T\ 2 o [F a2 L T\ T

L/3 L/3 L/6
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et :
_ T F 2 2 1
La valeur exacte de k obtenue & Paide du théoréme de Castigliano (§ Méthodes énergétiques :
page O0) est :
~ 7K
k=—D1D
1 2

La table ci-dessous donne ’erreur (l;’mef - l%exact) / Kexact €n fonction de Doy /D;.

Dy/Dy | 1| 1.125 1.25 1.5 1.75 2
erreur 0.46 % | 1.67 % | 5.56 % | 10.71 % | 16.67 %
Remarque : en géneral, k est évalué numériquement.
Energie cinétique et matrice de masse
L’énergie cinétique est :
1 L
FEen = / pA'llQ dx
2 Jo
avec :
= [N]{a} = [N]" {a}"
d’ou :
LT v T .
Bein = 5 {u} p A[N]" [N] dz ) {u}
0
[m]
On en déduit I’expression de la matrice de de masse :
L
_ M
[m]—/o pA |:N2:| [Nl NQ] dzr
soit :
_ M1 ma2
] = [ e
21 Ma22
avec :
L L T\ 2
m11—/ pAN%d:r—/ ,OA(I——) dx
0 0 L
L ) L T 2
Moy = pAN5 dx = pA(—) dx
0 0 L
L L .
m12:m21:/ ,OANlNQd:E:/ pA(l—*> — dx
0 0 L) L
Remarques :

— la somme des termes de la matrice de masse est égale a la masse de 1’élément :

L
me:/ pAdx
0
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— si la section droite est constante, la matrice de masse est :

w2 [ ]

Vecteur force da a une force répartie

Le travail de la force répartie d’intensité linéique p pour le déplacement u(z) = [N] {u} = {u}T [N]*

- Wext—/OLpudx—{u}T </0Lp[N]T d:v)

{r}

d’ou I'expression du vecteur force :

=[] = {1}

Si la force est répartie linéairement entre p; et po :

p(x)—p1<1—%)+pz%
il vient :
L L 9 L, T
f1=/0 pN1d33=p1/0 (1_f> d:c+p2/0 Z(l_f) dx—§p1+gpz
L L L
f2:/0 pNgdx:pl/O (1—i>§dx+p2/o (%)2 d %m—l—gpz
d’ou :

_ L [2pi+po
U= 6 {p1+2p2}

La discrétisation de la force répartie est représentée sur la figure ci-dessous.

p M.E.F. fl1] fl12]

1 2 1 2

4.2.3 Exercice : mise en équation

La poutre d’axe x représenté sur la figure est discrétisée en trois éléments a deux noeuds. Soient E
et p le module de Young et la masse volumique du matériau. L’aire de la section droite est égale a A
entre les nceuds 1 et 2, 2 A entre les noeuds 2 et 3 et & 3 A entre les noeuds 3 et 4. La section 1 est
encastrée.

7 p Fsin(wt)
— —> —p —> X

- 2L L L

.
4
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La poutre porte entre 1 et 2 une force uniformément répartie d’intensité linéique p.
La section 4 est soumise a une force Fy, = F sinwt.

Les conditions initiales sont u(z;t = 0) = 4(z;t = 0) = 0.

1. Effectuer ’assemblage.

2. Construire ’équation dont les déplacements inconnus sont les solutions.

3. Donner 'expression de la réaction d’appui en fonction des déplacements inconnus.
4

. Calculer les pulsations propres.

Solution

Les matrices élémentaires sont :

FA |1 -1 2EA |1 -1 3EA |1 -1
ko] =57 [—1 1 ]  Mhas] === [—1 1 } o Msa] = = [—1 1 ]
2pAL |2 1 3pAL |2 1 L
[m1 2] = [ma_3] = pT [1 2] , Ima_4] = pT L 2] , Afie} = {zL}
L’assemblage conduit & la relation [M]{U} + [K]{U} = {Faoa} + {F} :
4 2 iy =0 /2 —1/2 uy =0
pAL |2 444 2 1o —i—E—A -1/2 1/24+2 =2 ug =7
6 2 446 3 U3 L —2 243 -3 uz =7
3 6 ﬁ4 -3 3 Uyg =7
le =7 pL
FQI =0 pL
Fpo=0 (7
Fyp = F sinwt
Les déplacements inconnus sont les solutions de ’équation :
8 2 0] (s 5/2 =2 0 U pL
AL EA
P22 12 10 3 iy o+ == | =2 5 3| Juyp = 0
0 3 6 Uy -3 3 Uy F sinwt

avec les conditions initiales : u2(0) = u3(0) = u4(0) = u2(0) = u3(0) = u4(0) = 0.

La réaction d’appui est donnée par la relation :
pAL . EA

P, ="—1iy— —ug—pL
1z 3 U2 5T, U2 —p
Les pulsations propres sont les solutions de 1’équation caractéristique :
5/2 =2 0 8 2 0
EA AL
det | —|-2 5 -3 _“MT 2 10 3| | =0
-3 3 0 3 6

d’ou :

w=0.2780 , 1.4736 , 3.1711 ”EZ
pL
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4.2.4 Exercice : mise en équation

La poutre d’axe x représenté sur la figure est discrétisée en deux éléments a deux noceuds. Soient E
et p le module de Young et la masse volumique du matériau. L’aire de la section droite est égale a A.

—> 1, =asin(wt)

p
— —> | —> —> |—»x
« Lo

1 2 3

La poutre porte sur toute sa longueur une force uniformément répartie d’intensité linéique p.
La section 1 est soumise a un déplacement imposé u; = a sinw t.

Les conditions initiales sont u(x;t = 0) = @(z;t = 0) = 0.

1. Effectuer I’assemblage.
2. Construire ’équation dont les déplacements inconnus sont les solutions.

3. Donner l'expression de la réaction d’appui en fonction des déplacements inconnus.

Solution

Les matrices élémentaires sont :

FA |1 -1 pAL [2 1
[k1-2] = [k2-s] = — [_1 ) ] , [mi-g] = [ma—g] = == [1 2}
_ _pLJ1
{fiz} ={fo-3} =5 {1}
L’assemblage conduit & la relation [M]{U} + [K]{U} = {Fuoa} + {F} :
2 1 i = —aw? sinwt 1 -1 up =a sinwt
AL EA
P2 2421 iio e ES U TS IS up ="
1 2 ’113 -1 1 us =7
=7 1
L
AP =05+220141
Fs5, =0 1

Les déplacements inconnus usy(t) et ug(t) sont les solutions de ’équation :

pAL [4 1] fiis) , BA[2 1] fuy

6 1 2 U3 L (-1 1 us

_pL 2 +pAL aw? sinwt _’_EiA asinwt
2 |1 6 0 L 0

avec les conditions initiales : u2(0) = u3(0) = u2(0) = u3(0) = 0.

La réaction d’appui est donnée par la relation :

AL EA 1
Fi, = pT (—2aw? sinwt + iip) + T(a sinwt — ug) — ipL
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4.2.5 Exercice : contraintes et énergie de déformation

Considérons la poutre d’axe = représentée sur la figure. Soient FE le module de Young du matériau
et A l'aire de la section droite supposée constante.

7 p

e T I B b

A

La section 1 est encastrée. Elle est soumise a une force uniformément répartie sur toute sa longueur
d’intensité linéique p.

1. Pour plusieurs discrétisations, calculer les contraintes dans les éléments et 1’énergie de déforma-
tion de la poutre.

2. Représenter graphiquement la variation de 1’énergie de déformation en fonction de la discréti-
sation.

Solution exacte

L’effort normal dans la poutre est :
N =p(L—x)

d’ou I’énergie de déformation :

1 L p2 L p2L3 p2L3
Bif=—— | N?dz= L—2)de = =0.167
et = 5FA /0 YT oEA /0 (b =) doe = o5y EA

Le champ de déplacements est solution de 1’équation :

du N

or =S = avec u(0) =0

d’ou :

px
u(x)zzEA(2L—x)

Solution éléments finis

Remarque : 'énergie de déformation est égale a :

1 1 [E
Eger = 5 €z Oz AV = 5 Acyy Opp dx
1% 0

1. La poutre est discrétisée en un élément a deux nceuds. Les déplacements nodaux sont :

0 1 pL?
Ul = Uy = ————
1 ) 2= 5
La déformation et la contrainte élémentaires sont :
Uy — U 1 pL 1 pL
1-2)= = _— — 1-2)=-—
frr(1=2) L sga  C=(1=2=57
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solution exacte
/

pL/24

\J
=

L’énergie de déformation de la poutre est :

272 2 273 273
Eger = SEA <> L= S EA - 0.125 TA (erreur : —25.00 %)

2. La poutre est discrétisée en deux éléments a deux noeuds de méme longueur L/2. Les déplace-

ments nodaux sont :

3pL? 1pL?

w=0 -, uw=gta s W= o

Les déformations et les contraintes élémentaires sont :

UQ—U1_3 pL

1-92) = 2_3) = = b
el =)= =3Fa =23 ="5 ~1Fa
3 pL 1 pL
x$1_2 = 7 "1 :cz2_3 = = T
Oz ( ) 1A Oz ( ) 1A
u 2 2 AO;C,\
3 pL L
8];7A 5EA pLIA
3pLI4A
—ﬁpLMA
I 2 3 7 1 2 3 o7

L’énergie de déformation de la poutre est :

2712 2 2 23
Eaer =972 | \4 1 == =0.156 — . 6.9
@t <<4> +<4) > 232 BEA 56 2 g (erreur: —6.25 %)

3. La poutre est discrétisée en trois éléments & deux nceuds de méme longueur L/3. Les déplace-
ments nodaux sont :

5 pL? 4 pL2 1 pL2

w=0 ur=gn WTgEa MTopa

Les déformations et les contraintes élémentaires sont :

Ug — UL 5 pL ug —us 3 pL Ugy — U3 1 pL

1D === =gpa == =spa =B =T TG Ea
5 pL 3 pL 1 pL
— = - — — = - — — 4 = - —
0z2(1 = 2) 6 A 022(2 — 3) 6 A O (3 ) 6 A
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2
! 5pl? ‘;[;]:4 pL2 L/A >
P 2EA P ‘
S 5pL/6A4
3pL/6A4

pL/6A4

» X » X
1 2 3 4 1 2 3

L’énergie de déformation de la poutre est :

27192 2 2 2 213 213
_ p°L 5 3 1 L 35 p°L° p“L o
EdCf_QEA ((6) +<6> +<6> ) 3 = 216 BA =0.162 A (erreur : —2.78 %)

Conclusion

Le graphe ci-dessous représente la variation de I’énergie de déformation en fonction de la discrétisation.

Eg 5 2L 35p° L L
30E4  2I6EA pL
6EA
p’L’ (solution exacte)
8EA
1 2 3 >

On a:
Eqet(1 élément) < Eqer(2 éléments) < Fger(3 éléments) < Eger(exacte)

4.2.6 Exercice : contraintes et énergie de déformation

Considérons la poutre d’axe z représentée sur la figure. Soient F le module de Young du matériau
et A Daire de la section droite supposée constante.

7 p
—> — —> —» 3 X

7

A
v

Les deux extrémités de la poutre sont encastrées. Elle est soumise a une force uniformément répartie
sur toute sa longueur d’intensité linéique p.

1. Pour plusieurs discrétisations, calculer les contraintes dans les éléments et 1’énergie de déforma-
tion de la poutre.

2. Représenter graphiquement la variation de 1’énergie de déformation en fonction de la discréti-
sation.
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Solution exacte.

L’effort normal dans la poutre est :

L
N:%—px

d’ou ’énergie de déformation :

p2 L3

1 L
Eyet= —— [ N?dz =
def 2EA/0 YT o4 EA

Le champ de déplacements est solution de 1’équation :

du N

= avec u(0) =0

dr T EA

d’ou :

Solution éléments finis

Remarque : ’énergie de déformation est égale a :

= 0.0.0417

p2 L3

EA

1 1 [t
Eger = 5 Egz Ozg AV = = Aeyy 02y dx
Vv 0

2

135

1. La poutre est discrétisée en deux élements a deux nceuds de méme longueur L/2. Les déplace-

ments nodaux sont :

_ 0 1 pL? _ 0
Uy = , U2 = SEA uz =
Les déformations et les contraintes élémentaires sont :
Uy — U 1 pL
fon(l—2) = 2L/2 = g— Eon(2 = 3) = —e40(1 — 2)
1 pL
om(l—Q)Zi% , 0pe(2—3) = —0ua(1 — 2)
u 2 A O
% pL24
pL/AA
L2 L - 1
> -pL/4A
L2 L -pL/24
L’énergie de déformation de la poutre est :
272 2 2713 273
p“L 1\“ L 1 p°L p“L
def = 5 <4> 5 =33 BA 0.0313 A (erreur 5.00 %)
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2. La poutre est discrétisée en trois élements & deux nceuds de méme longueur L/3. Les déplace-

ments nodaux sont :

0 1 pL? 1 pL? 0
uy = - T U3 = ——— UL =
1 ) U2 9 EA y 3 9 EA P 4
Les déformations et les contraintes élémentaires sont :
Uy — U 1 pL U3 — U
fon(l—2) = QL/3 L 5 % con(2—3) = 3L/3 220 ep(3—4) = —e4u(1—2)
1 pL
Tun(l—2) = g% C 00e(2-3)=0 . 050(3—4) = —0gu(l—2)
Oy
y pL2 A
9FA pL24 pL/34
2L/3 L > x
L/3
» X
L/3 2L/3 L -pL/34 -pL/24

L’énergie de déformation de la poutre est :

2712 2 2713 2713
p“L 1\“ L 1 p°L p“L
Bar=L2"0(-) 2= — 0.0370 L1111

df = 9FA <3) 3 27 EA pa e %)

3. La poutre est discrétisée en quatre élements & deux nceuds de méme longueur L/4. Les dépla-

cements nodaux sont :

—0 _3pL2 _1pL2 _3pL2 — 0
= “T39FEA  T8EA  MT3EA YT
Les déformations et les contraintes élémentaires sont :
Uz — UL 3 pL U3 — U2 1 pL
fll=D === =5pa =23 ="11 ~5Ea
Exz(3—4) = —£42(2 — 3) Exx(4—5) = —e42(1 — 2)
3 pL 1 pL
ona(1-2) = 5 % 0ar(2-3) = 3 % 0oe(3-4) = —050(2=3)  0pe(4—5) = —040(1-2)
u 2 A Oy
PL” L/24
3 pL’ 8 EA 3 pL’ P 3pL/84
32EA 32EA pL/8A
LA L
L/4
oL -pL/84
LA L2 3U4 L -3pL/84 pLI2A4

L’énergie de déformation de la poutre est :

2L2 3 2 1 2 L 5 2L3 2L3
p (2 <> +2 <) i p —0.0390 2 (erreur : —6.25 %)

E - - -
et = 9FA 8 8 4 128 EA EA
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Conclusion

Le graphe ci-dessous représente la variation de I’énergie de déformation en fonction de la discrétisation.

E def

5p°0 243
L
P L 128E4 L
27EA ___—T=" 24 EA
(solution exacte)
273
p L
32FA
2 3 4 >

Eqer(2 élément) < Eqer(3 éléments) < Eqer(4 éléments) < Eger(exacte)

4.2.7 Elément de poutre droite soumis a un effort normal

On considere I’élément a trois neeuds équidistants représenté sur la figure. A est ’aire de la section
droite. E et p sont respectivement le module de Young et la masse volumique du matériau.

Ml uz u3
| | F—>x
1 (-L/2) 2(0) 3(L/2)

Les déplacements nodaux sont : uq, ug et us.
Champ de déplacements et fonctions d’interpolation

Le déplacement suivant x des sections droites est de la forme :
uw(z) =a+bzx +cx?
ol a, b et ¢ sont des constantes.

Des conditions aux limites :

1 1 1 1
u(—L/2):u1:a—§bL+ZcL2 , uw0)=ur=a |, u(L/2)ZU3:a+§bL—|—ZcL2

on déduit : ) 5
a=us , b:f(U3—u1) , c:ﬁ(ul—i—u;;—ng)

d’ou Pexpression du champ de déplacement en fonction des déplacements nodaux :
uy
u(x) = Ni(x)uy + No(z) ug + N3(x) ug = [Nl () Na(x) Ng(a:)] ug p = [N]{u}

u3

ou Ni(x), Na(x) et N3(x) sont les fonctions d’interpolation ou fonctions de forme :

[N]:% (20 —L) I? 42 z(2c+1L)]
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Ces fonctions vérifient les relations :

1 sii=j . .
=1

ol les z; sont les coordonnées nodales. Les fonctions d’interpolation sont représentés sur la figure
ci-dessous.

Déformations et contraintes

On en déduit I'allongement unitaire :

ou o ON; ONy 6N3

£ = — = = B u
=g |20 OV O | ) — (Bl {u)
avec : .

[B]=[B1 B Bg]:ﬁ[élx—L —8z 4z + L]
d’ou : A

uz — U x
Com = 3L 1+ﬁ(u1+U3—2u2)

Les déformations nodales sont :

U3 — U

€9 = 42(0) = SL L , €1 =¢Eg(—L/2)=ea—d |, e3=¢4(L/2)=e9+d

avec :

2
d:z(u1+U3—2u2)

La contrainte normale 04, = Ee,, = F [B]{u} est linéaire dans 1’élément (figure ci-dessous).

‘\ u ‘k OTYX ngx
Uy O
U, o,
L2 / . 2
L2 o,
u, » X
-L/2 L2

Energie de déformation et matrice de rigidité

L’énergie de déformation est :

L/2 L)2
Fyer = % / EAZ2, do — %{U}T ( / EA[B]" (B dm) {u)

—L/2 —L/2

[%]
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d’ou 'expression de la matrice de rigidité :

L/2 L/2 =
[k]:/ EA([B|*[B] d:z::/ EA |By| [Bi B2 Bs] dx
—L/2 —L/2 Bs

Si la section droite est constante, on obtient :

7T -8 1
EA
1 -8 7

Energie cinétique et matrice de masse

L’énergie cinétique est :

L)2 L/2
E—;/ pAuzdx—;{u}TU pA[N]T[N]dx){u}

~L/2 —L/2

[m]

d’ou I'expression de la matrice de de masse :
L/2 N
[m}:/ pA |Nz2| [N Np Ni| da

Si la section droite est constante, on obtient :

w42 -1
[m] :3—5 16 2
-1 2 4

ol me = pAL est la masse de ’élément.
Remarque : la somme des termes de la matrice de masse est égale a me.
Vecteur force da a une force répartie

Le travail de de la force répartie d’intensité linéique p pour le déplacement u(z) = [N] {u} = {u}* [N]T

est :
L2 L/2
Wext = / pudr = {u}T (/ p[N]T dx)
—L/2 —L/2

{r}
d’ou 'expression du vecteur force :
L2 |[M
{f}= p|N2| dx
—L/2 Ny

Si la force est uniformément répartie sur toute la longueur de I’élément, on obtient :

1

=20
1
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La discrétisation de cette force uniformément répartie est représentée sur la figure ci-dessous.

P MEF. pLI6 2pL/3 pL/6
[ » > | >x = P —> >
1 2 3 1 2 3

4.2.8 Exercice : modes propres

La poutre représentée sur la figure est encastrée a ses deux extrémités et sollicitée en traction-
compression.

7

AEp —» X

Z

\ L

|

A est aire de la section droite. E/ et p sont respectivement le module de Young et la masse volumique
du matériau.

Etudier les modes propres de la poutre avec les modélisations suivantes :

. La poutre est discrétisée en deux éléments a deux noeuds de longueur L/2.
. La poutre est discrétisée en trois éléments a deux noeuds de longueur L/3.

. La poutre est discrétisée en quatre éléments a deux nceuds de longueur L /4.

W N

. La poutre est discrétisée en un élément a trois nceuds équidistants.

Solution analytique

L’équation d’équilibre s’écrit :

avec les conditions aux limites : u(z = 0;t) = u(x = L;t) = 0.

La recherche de la solution harmonique :
u(z;t) = u(z) sin(wt)
conduit a I’équation :

Pu 5 _ _
Eﬁ—l—wpuzo avec u(z=0)=u(x=L)=0
T

qui admet comme solutions :
- . T
Up(x) = a sin nm , W =nT4—s , n=12 ...

d’ou :
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Solution

1. La poutre est discrétisée en deux éléments a deux noeuds de longueur L/2.

Les matrices élémentaires sont :

2EA 1 -1 AL [2 1
bl =l = 275 | Y ] el =2 [T
La pulsation propre wq est solution de ’équation :
EA 1
d’ou :
3.46 £ ( 10.27 %)
wi = 3. — erreur = 10.
1 L2 0
La déformée modale est représentée sur la figure ci-dessous.
AT
1
I 2 3 7
2. La poutre est discrétisée en trois éléments & deux nceuds de longueur L/3.
Les modes propres sont les solutions de 1’équation :
3EA[2 -1 9o pPAL [4 1 =~y
( L {—1 2 ] YR [1 4D {UL} =1{0}
d’ou :
E ~ 1
wp = 3.29 JI2 (erreur = 4.61 %) , {Un}= 7 {1}
E ~ 1
wy =7.35 o (erreur = 16.95 %) , {Ur2} = 7 {_11}

Les déformées modales sont représentées sur la figure ci-dessous.

Al A il

12 12—

1 2 3 4 =F 12\V'x
_1/\/57

3. La poutre est discrétisée en quatre éléments & deux neeuds de longueur L/4.
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Les modes propres sont les solutions de I’équation :

2 -1 4 1
4FA AL ~
—— |-l 2 1 =B 4 1 (T} = {0}
-1 2 1 4
d’ou :
E ~ 1 1
wi = 3.22 T2 (erreur = 2.59 %) , {Un}= 3 V2
P 1
E 1 1
=6.93 =1027%) , {Up}=-—=0
wo = L2 (erreur 0) {Ur2} AR 1
. 1 1
wg =11.26 3 (erreur = 19.46 %) , {Urs} = 3 -2
P 1

Les déformées modales sont représentées sur la figure ci-dessous.

AUy AU AU

o U

12— 1/2 — /y\
. 3.4 5 3 Ly

1 2 3 4 5 12 \V 12\/4 5
-1\2 —1N2—

4. La poutre est discrétisée en un élément a trois noeuds équidistants.

Les matrices élémentaires sont :

7T -8 1 4 2 -1
FA AL
kiosl=57 |8 16 =8| ., [mioaog]= pgT 2 16 2
1 -8 7 -1 2 4
La pulsation propre wy est solution de l’équation :
16 EA
DA AL =0
51 i 15 P
d’ou :
wy = 3.16 i (erreur = 0.66 %)
La déformée modale est (figure ci-dessous) :
5 4x
() = Iz (L—z)

»
>
<
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4.2.9 Elément fini de torsion

On considere 1’élément a deux nceuds représenté sur la figure. J est la constante de torsion et G est
le module d’élasticité transversal du matériau.

exl 02
[ F——x
1(0) 2 (L)

Les déplacements nodaux sont 0,1 et 0,o.
Champ de déplacements et fonctions d’interpolation

La rotation des sections droites suivant x est de la forme :
O:(z) =a+bx
ou a et b sont des constantes.

Des conditions aux limites :

(91;(0) =0;1=a |, Qx(L) =0, =a+bL
on déduit :
0w2 - 921

L
d’ou Pexpression du champ de déplacement en fonction des déplacements nodaux :

0u() = (1= 7) 01+ () 02
N~—— e

Ni(x) Na(z)

az@xl 5 b=

soit :
995(1‘) = Nl(l“) 0.1 + NQ(x) Op0 = [Nl(x) NQ(J})] {Zz;} = [N] {u} = {U}T [N]T

Energie de déformation et matrice de rigidité

1 E (00,

[ =1 -1 1] 0 =810

L’énergie de déformation est :

avec

e[ o
ox ox ox
d’ou :

B = o ([ GoiBT B ) o)

(]

On en déduit 'expression de la matrice de rigidité :

[k]—/OLGJ[B]T[B] dm—/OLGJL12 [gj (B, By dx—/OLGJL12 [_11 _11] dz
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ko —k - G [F
[k]—{_]; k}aveck—p/o J dx

soit :

Cas particuliers :

— Si la section droite est constante, la matrice de rigidité est égale a :

A

=T 1 1

— Si la section droite est un rond plein dont le diametre varie linéairement entre D; et Do, on a :
J—”((1 x)D +xD>4
T 32 L)ttt LT

d’ou :

- T G L TG
k:32/0 Jdv = (D} + DDy + D2D? + D D3 + D3)

=11 -1
La valeur exacte de k obtenue & l'aide du théoréme de Castigliano (§ Méthodes énergétiques :
page O2) est :

et :

31 G D3D3

P3G

La table ci-dessous donne ’erreur (I;:mef — ];:exact) / Kexact en fonction de Dy /D;.

Dy/Dy | 1] 1.125 1.25 1.5 1.75 2
erreur | 0| 1.86 % | 6.80 % | 23.73 % | 48.59 % | 80.83 %

4.2.10 Elément fini de flexion : modele de Bernoulli

On considere un élément a deux nceuds de longueur L. E et p sont respectivement le module de Young
et la masse volumique du matériau. I, est le moment quadratique de la section droite.

Les déplacements nodaux sont vy, 0,1, vo et 0,9.
Champ de déplacements et fonctions d’interpolation

Le déplacement suivant y (fleche) est de la forme :

v(z)=a+br+cr?+ca® +da®
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ou a, b, c et d sont des constantes.

La rotation des sections droites est (hypotheése de Bernoulli) :

0.(x) = % =b+2cx + 3da?

Des conditions aux limites :

vp=v0)=a , 0,1=6,0)=0
vy =v(L) =a+bL+cL?+dL® |, 0.,=0,(L)=b+2cL+3dL?

on déduit :
a=v , b= Qzl
3 1 2 1
Czﬁ(vz—vl)—z@@zﬁreﬁ) : dzﬁ(vl_v2)+ﬁ(az1+0z2)

Le champ de déplacement s’écrit donc :
U1
0

v(a:) = Nl(x) U1 + NQ(J?) 0.1 + Ng(w) V9 + N4(37) 0,0 = [Nl Ny Ns N4] ;21 = [N] {u}

9,22

ou les fonctions d’interpolations sont :

z? 23 x 2 23
Ni=1-3—5+2— No=L | —-—-2—5+—
! Sptim o W <L L2+L3>
x? 23 x> x?
A N, A N,
1 1
L
» X
2L/3 L
X

L/3 1

est le champ de déplacements exact pour un élément de poutre a section constante et non chargé; en
effet, v(z) est solution de I’équation :

o1
dt T ELPY T

La rotation des sections droites est :

9 (x) _ % _ ON1 ONo; ON3 0Ny
§ ox ox ox ox ox

{u} = [No] {u}
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avec

E‘nergie de déformation et matrice de rigidité

L’énergie de déformation est égale a :

1 [k 00\
Edef = 2/0 EIZ <M> dx

avec :
90, ONgpi  ONgs ONps 6N94}
= =|B1 B, By B =[B
Ox Ox Ox Ox Ox {u}=[B1 By Bs Bi] {u}=[B]{u}
6 T 2
Bi=p(20-1) - B=7(37-2)
6 T 2
Bi=gs(1-2p) . B=p (37
d’ou :

Eger = %{U}T (/OL EL.B'B dx)J{U}

(k]
On en déduit expression de la matrice de rigidité :
By
By
EI Bl dz = EI [Bi By B3 By dx
Bs
By

Le coefficient k;; de cette matrice est égal a :
L
kij :/ EIZBZ'B]‘ dx
0

Pour une poutre & section constante :

— le coefficient k1 est égal a :

L L
36 E1, T 2 12E17,
k‘HIEIZ/O BlBl dr = L4 /0 <2Z_1) dr = L3

— la matrice de rigidité est :

12 6L —12 6L
EI, |6L 41> —6L 2L?
T I3 |-12 —6L 12 —6L
6L 2L?> —6L 4L?
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Energie cinétique de translation et matrice de masse
La vitesse d’une section droite suivant y est :
. . AT (AT
o = [N]{a} = {a}" [N]

d’ou 'expression de I’énergie cinétique de translation :

Ban=g [ paitae= ([ oA v as) )

[m]
et celle de la matrice de masse :
Ny
L L Ny
[m] = / p A[N]Y [N] dz = / pA [Ni No N3 Ny da
0 0 N3
Ny

Si la section droite est constante, on obtient :

156  22L 54 —13L

[m]:pA;L 22L 4L 13L —-3L*
420 | 54  13L 156 —22L
-13L -3L* -22L 41L?

Vecteur force di a une force transversale répartie sur I’élément

Le travail de la force transversale d’intensité linéique p pour le déplacement v(x) = [N]{u} =
{u}T[N]T est :

L L
W — / pvde = {u)” / p[N]® dz
0 0

{5}

On en déduit 'expression du vecteur force :
N
L
Ny
= dx
{/} /0 N
Ny
Si la force est répartie uniformément sur toute la longueur de 1’élément, on obtient :

6
_pL L
—L

La discrétisation de la force répartie est représentée sur la figure ci-dessous.

, N NiE

£51 7T - T N
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Vecteur force dii & un couple réparti sur I’élément

Le travail du couple réparti d’intensité linéique m pour le déplacement 6, (x) = [Ny] {u} = {u}* [Np]*
est :

L L
Wext = / m0, de = {u}?’ / m [Ng|T dz
0 0
—_—
{r}

On en déduit ’expression du vecteur force :
. No1
Noo
= m dx
= [ m| N
Noy

Si le couple est réparti uniformément sur toute la longueur de 1’élément, on obtient :
-m

=47
0

4.2.11 Exercice : élasticité plane

On considere I'élément triangle a trois noeuds d’épaisseur t représenté sur la figure ci-dessous.

y
3(0,H) T
B@M

1(0,0) 2L,0)
Les déplacements nodaux sont :  (u1,v1) , (u2,v2) , (us,vs).

1. Donner ’expression des fonctions d’interpolation.
2. Calculer les déformations et les contraintes.

3. Donner sans la calculer 'expression de la matrice de rigidité.

Solution
Fonctions d’interpolation

Le déplacement suivant x est de la forme :
w(z,y) =a+bx+cy

ol a, b et ¢ sont des constantes.
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Des conditions aux limites :
w(0,0)=u1=a , u(L,0)=wuww=a+bL , u(0,H)=a+cH

on déduit : 1 1
a=1u , bzz(ug—lﬂ) , c:ﬁ(u;;—ul)

Le déplacement u(z,y) s’écrit donc :

1 1
u(a;,y):u1+—(uQ—u1)x+E(U3—u1)y

L
€z Y €z Y
—(1-2%_ f) z Y
( . H uy + I U2 + 17 u3
—_— ~~ ~~
Ni(zy) Na(z,y) Ns(z,y)
Remarque : les fonctions d’interpolation vérifient les relations :
5 1 sii=j
> Nilwy)=1 ,  Ni(wj,2) =05 = { . 4,7 =1,2,3
P 0 sii#j
ol les (z;,y;) sont les coordonnées nodales.
De méme, on a :
) Yy
—(1-2%_ 7) i Y
v(z,y) ( I H v1+LU2+HU3
Déformations et contraintes
Les déformations sont :
ou  ug —ug ov vy —1 ou Ov ug—wup vy —1
Exx = 7 = y Eyy = 5 = y Yay = -t 5 =
or L oy H Jdy Ox H L
soit : \
1 1 u1
- 0 = 0 0 O vy
Exx L, L U]y
=0 —-— 0 0 0 = =
- Z130E L e =B
ey L P R B K
H L L H vs3 |

Les contraintes {c} = [D] {e} sont constantes dans ’élément.
Energie de déformation et matrice de rigidité

L’énergie de déformation est :

Fac=j [ 10) &) av =g " ([ BT o)sav)

{u}T [BIT (Bl {u}
d’ou l'expression de la matrice de rigidité :

k] = /V (B]Y [D] [B] dV = /A +[B]" (D] [B] dA

ou t et A sont respectivement I’épaisseur et ’aire de I’élément. Si I’épaiseur de I’élément est constante,
il vient :
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